




       

      

矩阵是线性代数的一个主要研究对象，也是

数学上的一个重要工具。矩阵的应用已经渗透到

了包括自然科学、人文科学、社会科学在内的各

个领域。



第一节     矩阵

一、矩阵概念的引入

二、矩阵的定义

三、内容小结



上完这节课我能做到

1.会表述矩阵的定义

2.会识别特殊矩阵



1、某班级同学早餐情况

这个数表反映
了学生的早餐
情况.

姓名 馒头 包子 鸡蛋 稀饭

周星驰 4 2 2 1

章子怡 0 1 1 1
奥巴马 4 9 8 6

4 2 2 1
0 1 1 1
4 9 8 6

 
 
 
 
 

为了方便，常用下面的数表表示



其中√ 表示有航班.

  为了便于计算,把表中
的√ 改成１,空白地方
填上０,就得到一个数表:

北京

东京

南京

上海

这个数表反映
了四城市间交
通联接情况.

为了方便，常用下面的数表表示

0 1 1
11

1 1
1

0
0
0 0

0

0 00

南京

东京

北京

上海

发站

南京 东京 北京 上海

到站

0 1 1 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 0

 
 
 
 
 
 

2、某航空公司在Ａ，Ｂ，Ｃ，
Ｄ四城市之间的航线图



11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2
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a x a x a x b
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

3、线性方程组

的解取决于
 , 1,2, , ( ) ,ija i j n m 系数

 1,2, ,ib i m 常数项

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

a a a b

 
 
 
 
 
 




   


线性方程组的系数与常数项按原位置可排为

对线性方程组
的研究可转化
为对这张表的
研究.







           

(1)

21

22221

11211





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







 ,

, 























mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







11

22221

11211

简记为    .ijnmijnm aaAA 


 元
的矩阵

nm
A

,

元素是实数的矩阵称为实矩阵,

元素是复数的矩阵称为复矩阵.

主对角线

副对角线



例如 







 3469

5301
是一个           实矩阵,42

















222
222
2613 i

是一个           复矩阵,33

















4
2
1

是一个         矩阵,13

 9532 是一个         矩阵,41

 4 是一个         矩阵.11



• 矩阵有什么用？



 行列式与矩阵的区别与联系 ：

  ;,1 nmnn AD 

  ;,2 数表数

   3 ,

  .det4 AAA nn 



A

B

C

D

提交

1
2
4

 
 
 
 
 

为

单选题 1分



例如

















222
222
2613 i

是一个3 阶方阵.

几种特殊矩阵：

(1)行数与列数都等于  的矩阵  ，称为  阶n nA
.nA方阵.也可记作

称为方阵的行列式.A



(2)只有一行的矩阵

 ,,,, 21 naaaA 

称为行矩阵(或行向量).

,2

1





















na

a
a

B


只有一列的矩阵

称为列矩阵(或列向量).



   称为 (或 ）.
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
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




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00
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2
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（3）形如                的方阵,

O

O

不全为0

记作  1 2, , , .ndiag     

.
200
010
003

)21,diag(3,















例如



      （4）元素全为零的矩阵称为零矩阵，     零
矩阵记作     或   .

nm 
nmo  o

注意

 .0000

0000
0000
0000
0000





















不同阶数的零矩阵是不相等的.

例如



(5) 单位矩阵







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










100

010
001







nEE

称为单位矩阵（或单位阵）.

O

O

全为1



(6)数量矩阵

0 0
0 0

0 0






 
 
 
 
 
 




   


O

O

记作 .E

主对角线上的所有元素全为  的对角阵称为数量阵.

全为



(7)  三角矩阵

形如

形如

11 12 1

22 2

n

n

nn

a a a
a a

a

 
 
 
 
 
 



 

11

21 22

1 2n n nn

a
a a

a a a

 
 
 
 
 
 

  


的矩阵称为

上三角矩阵.

的矩阵称为

下三角矩阵.

上三角矩阵与下三角矩阵统称为三角阵.

记作   .tria A



三角行列式

对角行列式

三角矩阵

对角矩阵

A

B

C

D

提交

13 0 3
0 2 2
0 0 2

 
 
 
 
 

称为

单选题 1分



        在方阵 A = ( aij )n 中, 如果 aij = aji (i, j = 1, 2, 

,
475
731
512


















 0 2 3
2 0 7 .
3 7 0

 
  
  

n) , 则称 A 为 . 例如

称 A 为 . 如果 aij = -aji (i, j = 1, 2, ··· , 

···, n) ,则称 A 为 . 如果 A 还是实矩阵,则



  同型矩阵与矩阵相等的概念：

    1.两个矩阵的行数相等,列数相等时,称为同
型矩阵.

例如
































93
48
314

73
65
21
与 为同型矩阵.



    2.两个矩阵              为同型矩阵,并且
对应元素相等,即

   ijij bBaA 与

 ,,,2,1;,,2,1 njmiba ijij  

则称矩阵     相等,记作BA与 .BA 

1 1 3
2 0 2

 
 
 

1 1 3
2 0 2

 
 
 

两矩阵相等例如



例1     设

,
1

31
,
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
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














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x
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.,,, zyxBA 求已知 

解 ,BA 

.2,3,2  zyx



(1)矩阵的概念
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列的一个数表行nm



(2) 特殊矩阵








方阵  ;nm 

行矩阵与列矩阵;

单位矩阵;

;

零矩阵.

.
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


,2

1


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
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作业：见雨课堂作业链接



第二节     矩阵的运算

一、矩阵的加法

二、数与矩阵相乘

三、矩阵与矩阵相乘

四、矩阵的其它运算

五、内容小结



上完这节课我能做到

1.会计算矩阵的加、减、数乘运算
2.会计算矩阵乘矩阵，并掌握其运算性质

3.会求方阵的行列式

4.会用方阵行列式的运算性质计算相关行列式的值

5.会求矩阵的伴随矩阵



某公司生产三类产品G1，G2，G3，销售给两
个客户C1，C2.这些物品一月份的月销售如下表

7 3 4
,

1 5 6
A  
  
 

物品月销售

销售给客
户

G1 G2 G3
C1 7 3 4
C2 1 5 6

6 2 1
2 ,

0 4 4
 

  
 

类似地，月份的销售可能为B



两个月的销售矩阵为

7 6 3 2 4 1
,

1 0 5 4 6 4
   

     

13 5 5
1 9 10

 
  
 

7 3 4 6 2 1
1 5 6 0 4 4

C A B    
      

   



１、定义


























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

BA







2211

2222222121

1112121111

一、矩阵的加法

设有两个          矩阵                                 那末矩阵    
     与    的和记作         ，规定为

nm     ,bB,aA ijij 
A B BA



注：只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能进行加法运算.

例如




































123
456
981

863
091
5312






















182633
405961
9583112

.
986
447
41113


















.
1
1

11
12

不能相加与例如， 













 BA



2、 矩阵加法的运算规律

  ;1 ABBA 

     .2 CBACBA 

 

























mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A






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3

     .,04 BABAAA 

 ,ija

.负矩阵的称为矩阵A

(5)   A + O = O + A = A,  其中 O 与 A 是同型矩阵.



A

B

C

D

提交

3 1
2 0

A
 

  
 

已知
7 2

3 5
B

 
  
 

?A B 求

10 3
1 5

 
   

10 3
1 5


 

10 1
1 5

 
  

4 1
5 5
 
 
 

单选题 1分



某公司生产三类产品G1，G2，G3，销售给两
个客户C1，C2.这些物品一月份的月销售如下表

7 3 4
,

1 5 6
A  
  
 

物品月销售

销售给客
户

G1 G2 G3
C1 7 3 4
C2 1 5 6

12 7 12 3 12 4 84 36 48
12 1 12 5 12 6 12 60 72
     

         
B

假设每个月的销售是相同的，则一年的

销售矩阵为

B=12A



1、定义

.
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
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

















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa
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












二、数与矩阵相乘

规定为或的乘积记作与矩阵数 , AAA



A

B

C

D

提交

3 1
2

2 0
A A

 
  
 

已知 ，则

6 2
4 0



6 2
4 0

 
 
 

3 1
4 0

 
 
 

6 2
2 0

 
 
 

单选题 1分



A

B

C

D

提交

3 1
2

2 0
已知 ，则D D


 

6 2
4 0



6 2
4 0

 
 
 

3 1
4 0



6 2
2 0



E 6 1
4 0



多选题 1分



     ;1 AA  

    ;2 AAA  

    .3 BABA  

2、数乘矩阵的运算规律

矩阵相加与数乘矩阵合起来,统称为矩阵的
线性运算.

（设         为          矩阵，      为数） ,nm BA、



,
010
222
321
















A已知




















101
123
002

B例1

.2 ,2  BAA 求

22 A

















010
222
321


















020
444
642

 BA2



















020
444
642






















101
123

002
.

121
321
640




















解

)(2 BA  BA )1(2 



某公司生产三类产品G1，G2，G3，三类产品分别
以5元，3元，2元的价格销售给两个客户C1，C2.
这些物品的月销售如下表

7 3 4
,

1 5 6
A  
  
 

物品月销售

销售给客
户

G1 G2 G3
C1 7 3 4
C2 1 5 6 5

3 ,
2

P
 
   
 
 

引入价格列矩阵

5
7 3 4 7 5 3 3 4 2 52

3
1 5 6 1 5 5 3 6 2 32

2
A P

 
                              

 

总价为



某公司生产三类产品G1，G2，G3，三类产品分别
以5元，3元，2元的价格销售给两个客户C1，C2.
这些物品的月销售如下表

7 3 4
,

1 5 6
A  
  
 

物品月销售

销售给客
户

G1 G2 G3
C1 7 3 4
C2 1 5 6 2

3 ,
2

Q
 
   
 
 

引入质量列矩阵

2
7 3 4 7 2 3 3 4 2 31

3
1 5 6 1 2 5 3 6 2 29

2
A Q

 
                              

 

总质量为



某公司生产三类产品G1，G2，G3，三类产品分别
以5元，3元，2元的价格销售给两个客户C1，C2.
这些物品的月销售如下表

7 3 4
,

1 5 6
A  
  
 

物品月销售

销售给客
户

G1 G2 G3
C1 7 3 4
C2 1 5 6

5 2
3 3 ,
2 2

B
 
   
 
 

引入价格、质量矩阵

5 2
7 3 4

3 3
1 5 6

2 2

7 5 3 3 4 2 7 2 3 3 4 2 52 31
1 5 5 3 6 2 1 2 5 3 6 2 32 29

A B
 

        
 

            
                

总价为



１、定义




s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211 

 ,,,2,1;,2,1 njmi  

并把此乘积记作 .ABC 

三、矩阵与矩阵相乘

设               是一个          矩阵，            是一个        
          矩阵，那末规定矩阵   与矩阵   的乘积
是一个          矩阵                ，其中

 ijaA  sm   ijbB 
ns

nm   ijcC 
A B



例2

2222 63
42

21
42
























C

22









 16 32

8 16

设























4150
0311
2101

A























121
113

121
430

B

例3

?
 )3(42)2(

.AB求



故











































121
113

121
430

4150
0311
2101

ABC

.

















解   ,
43

 ijaA  
,34

 ijbB

  .
33

 ijcC

5 6 7
10 2 6

2 17 10



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

1 3
7 5

A
 

  
 

已知
10 8
12 2

B AB
 

   
， ，求

主观题 10分



1 10 ( 3) 12 1 ( 8) ( 3) ( 2)
7 10 5 12 7 ( 8) 5 ( 2)

AB
          

          

26 2
130 66
  

   



注意　只有当第一个矩阵的列数等于第二个矩阵
的行数时，两个矩阵才能相乘.


























106
861

985
123
321

例如

 
















1
2
3

321  132231   .10

不存在.



可以

不可以

A

B

提交

1 3
2 1

5 0
B

 
   
  

，请思考这两个矩阵能相加吗？

2 1 0
3 1 2

A
 

   
已知

单选题 1分



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

2 0
0 2

A  
  
 

已知

, ,AX BX CX求

0 1 1 0
, , ,

1 0 0 0
x

B X
y

     
      
     

C=

主观题 10分



２、矩阵乘法的运算规律

     ;1 BCACAB 

    ,2 ACABCBA    ;CABAACB 

       BABAAB  3 （其中     为数）;

  ;4 AEAAE 

         若A是    阶矩阵，则       为A的     次幂，即
                                 并且 
 5 n kA k

 
个k

k AAAA  ,AAA kmkm    .mkkm AA 

另外还规定:     Ａ0  = E.



注意　矩阵乘法不满足交换律，即：

,BAAB    .BAAB kkk 

例   设 










11

11
A 













11
11

B

则 ,
00
00








AB ,

22
22










BA

.BAAB 故

kkk BAABABABAB  )())(()( 
k个



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

 
3

1 2 3 2 ,
1

已知 ， ，求A B AB BA
 
    
 
 

主观题 10分



但也有例外，比如设

,
20
02








A ,

11
11











B

则有
,







AB 2 2

2 2









BA 2 2

2 2

.BAAB 
此时称矩阵A,B可交换



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

1 1
,

1 1
设

-
A  
   

2 1
,

2 1
求B AB

 
   

主观题 10分



证：






















12

12
11

11
AB



O











00
00








 21)2(1  )1(111 

2)1()2()1(  )1()1(1)1( 



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

,
1-1

11










A

,
31

32










C
1 5

, ,
2 5

求D AC AD
 

  
 

主观题 10分


























31

32
11

11
AC 











03
03








 











52
51

11
11

AD

故               AC ＝ AD








 1121  )3(131 
1)1(2)1(  )3()1(3)1( 














03
03








 2111  51)5(1 
2)1(1)1(  5)1()5()1( 

3
3

0
0

3
3

0
0



比较：

Ø在数的乘法中，若 ab = 0    a = 0 或 b = 0

两个非零矩阵乘积可能为O。
在矩阵乘法中,若 AB = O   A = O 或 B = O

在矩阵乘法中, 若 AC = AD, 且 A  O  C = D

                            

Ø在数的乘法中，若 ac = ad，且 a  0  c = d
                           (消去律成立)

 (消去律不成立)



1、无交换律

2、无消去律

3、若

AB BA?
AM AN M N?

AB O . .A O or B O ?



3. 线性方程组的矩阵表示

设方程组为

11212111 bxaxaxa nn  

22222121 bxaxaxa nn  


mnmnmm bxaxaxa  2211

可表示为

简记为 AX＝B

























































mnmnmm

n

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa








2

1

2

1

21

22221

11211

nm 1n 1m



其中





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

称为由线性方程组所确定的系数矩阵，





















mb

b
b

B

2

1

称为线性方程组的右端向量。



某公司生产三类产品G1，G2，G3，销售给两
个客户C1，C2.这些物品的月销售如下表

7 3 4
,

1 5 6
A  
  
 

１、转置矩阵

四、矩阵的其它运算

物品月销售

销售给客
户

G1 G2 G3
C1 7 3 4
C2 1 5 6



某公司生产三类产品G1，G2，G3，销售给两
个客户C1，C2.这些物品的月销售如下表

7 3 4
,

1 5 6
A  
  
 

7 1
3 5 ;
4 6

 
 
 
 
 

１、转置矩阵

四、矩阵的其它运算

物品月销
售

销售给客户

C1 C2
G1 7 1
G2 3 5
G3 4 6

TA 



定义     把矩阵    的行换成同序数的列得到的
新矩阵，叫做    的转置矩阵，记作      .A

A
A

例 ,
854
221








A ;

82
52
41
















TA

 ,618B .
6
18








TB

１、转置矩阵

四、矩阵的其它运算



转置矩阵的运算性质

    ;1 AA
TT 

    ;2 TTT BABA 

    ;3 TT AA  

    .4 TTT ABAB 

        (5)    若 A 为 n 阶方阵, 则 (Am)T = (AT)m .



例   已知

,
102
324
171

,
231
102















 








 
 BA   .TAB求

解法1















 







 


102
324
171

231
102

AB

,
101317

3140







 


  .
103
1314
170


















 TAB



解法2

  TTT ABAB 




































21
30
12

131
027
241

.
103
1314
170






















2、方阵的行列式

定义    由    阶方阵     的元素所构成的行列式，
叫做方阵      的行列式，记作       或

n A
A A .det A











86
32

A例 86
32

A则 .2

运算性质   ;1 AAT    ;2 AA n 

  ;3 BAAB  .BAAB 



例如： 






 








 


21
11

,
43
21

BA

,
57
51







 
AB 有 30

57
51

|| 


AB

而 3
21
11

||,10
43
21

|| 





 BA

所以 | A B | = | A | | B |

| A m | = | A | m

| A 1  
 A 2  …   A m | = | A 1|   | A 2 |  …   | A m | 

推广：



-4

4

-64

64

A

B

C

D

提交

单选题 1分



512

-512

64

-64

A

B

C

D

提交

单选题 1分



 [填空1] 

作答

正常使用填空题需3.0以上版本雨课堂

填空题 1分



定义 行列式       的各个元素的代数余子式     所
构成的如下矩阵

A
ijA





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A







21

22212

12111

称为矩阵    
的伴随矩阵.

A





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

伴随矩阵:



,
331
212
321
















A

,3
33
21

11 A

,4
31
22

12 A

,5
31
12

13 A

.A,A
,A,A,A,A

34
1103

3332

31232221



同理可求得

3 3 1
4 0 4
5 1 3

A
 
   
   

求方阵A的伴随矩阵



求方阵           的伴随矩阵

作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

1 1
1 1

A
 

  
 

主观题 10分



1 1
1 1

A
 

  
 

 1 1
11 1 1 1A    

 1 2
12 1 1 1A    

21 221, 1A A 

1 1
1 1

A  
  

求方阵A的伴随矩阵



作答

1 1 1 1
1 1 1 1

A A AA A A     
       

， ，求 和

主观题 10分









































nnnn

n

n

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

aaa

aaa
aaa

AA













21

22212

12111

21

22221

11211

AAaAaAa nn  1112121111 

AAaAaAa nnnnnnnn  2211

,





















A
A

A
A O
O



性质 .EAAAAA  



五、内容小结

矩
阵
运
算












 加法

数与矩阵相乘

矩阵与矩阵相乘

转置矩阵

对称阵与伴随矩阵

方阵的行列式

共轭矩阵



　　（2）只有当第一个矩阵的列数等于第二个
矩阵的行数时，两个矩阵才能相乘,且矩阵相乘
不满足交换律.

　　（1）只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能
进行加法运算.

注意

       （3）矩阵的数乘运算与行列式的数乘运算
不同.



作业：见雨课堂作业链接



第三节     逆矩阵

一、概念的引入

二、逆矩阵的概念和性质

三、逆矩阵的求法

四、矩阵多项式

五、内容小结



上完这节课我能做到

1.会判断一个矩阵是否可逆

3.会求可逆矩阵的逆矩阵

4.会运用逆矩阵的性质求相关矩阵的逆矩阵

5.会用逆矩阵求线性方程组的解



,111   aaaa

,11 EAAAA  

则矩阵      称为    的可逆矩阵或逆阵.A1A

一、概念的引入

在数的运算中，当数         时，0a 有

a
a 11  a其中              为     的倒数， a （或称     的逆）；

  在矩阵的运算中， E单位阵   相当于数的乘法运算中

  的1， A那么，对于矩阵     ， 1A如果存在一个矩阵     ,

使得



二、逆矩阵的概念和性质
 定义     对于  阶矩阵  ，如果有一个  阶矩阵    
 

则说矩阵 是可逆的，并把矩阵  称为  的逆矩阵.

n A B
,EBAAB 

B A

n

A

,使得

.1AA的逆矩阵记作

例    设 ,
2121
2121

,
11
11


















 
 BA

,EBAAB  .的一个逆矩阵是AB



1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 2 0 . 0 1/ 2 0 0 1 0
0 0 3 0 0 1/ 3 0 0 1

AB BA
     
            
     
     

对角矩阵
1 0 0
0 2 0
0 0 3

A
 
   
 
 

1 0 0
0 1/ 2 0
0 0 1/ 3

B
 
   
 
 

1

1 0 0
0 1/ 2 0
0 0 1/ 3

B A

 
    
 
 



一般   设 a11  a22  …  ann   0,   



















nna

a
a


22

11 0
0

n

nn

E

a

a
a





























1

1
22

1
11



0
0

由于：

1

22

11




















nna

a
a


0

0 

























1

1
22

1
11

nna

a
a


0

0

所以



1.矩阵 A 满足什么条件时可逆？

2.可逆矩阵的逆矩阵是否唯一，如何求逆矩阵？

3.可逆矩阵有什么性质？

这是本节要讨论的问题．

现在的问题是：



定理1  若    是可逆矩阵，则     的逆矩阵是唯一的.A A

若设      和      是     的可逆矩阵，B C A 则有

,, ECAACEBAAB 

可得 EBB   BCA  ABC .CCE 

所以     的逆矩阵是唯一的,即A

.1 ACB

设矩阵 B 与 C 都是 A 的逆矩阵，则有

AB = BA = E，　AC = CA = E ，

因而

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C ．

证毕证毕

证明证明

定理定理 11 如果如果 nn 阶矩阵阶矩阵ＡＡ可逆，则它的逆可逆，则它的逆

矩阵是唯一的．矩阵是唯一的．



定义 行列式       的各个元素的代数余子式     所
构成的如下矩阵

A
ijA

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
   
 
 

伴随矩阵:

11 21 31

12 22 32

13 23 33

A A A
A A A A

A A A



 
  
 
 

性质 .EAAAAA  



定理2    矩阵  可逆的充要条件是      ，且　　　　　　                

,11   A
A

A

A 0A

.的伴随矩阵为矩阵其中 AA



EAAAAA   ,EA
A
A

A
AA 



.1

A
AA


 

按逆矩阵的定义得

证毕

.
,0,,0

非奇异矩阵

称为时当称为奇异矩阵时当 AAAA 

奇异矩阵与非奇异矩阵的定义

.为非奇异矩阵是可逆阵的充要条件是由此可得 AA

,0时当 A证明：



,1 EBA ,0A故

,1存在因而 A 于是

EBB   BAA 1  ABA 1

证毕

  ., 1 ABEBAEAB 则或若推论

证明

1A E 1.A



方阵求逆矩阵的步骤

• 1、计算方阵的行列式      。
• 2、判断逆矩阵是否存在。

• 3、计算方阵的伴随矩阵      。
• 4、根据公式              给出方阵的逆矩阵。

A

0A
*A

A
AA

*
1 



1 1
1 1

A
 

  
 

 1 1
11 1 1 1A    

 1 2
12 1 1 1A    

21 221, 1A A 

1 1
1 1

A  
  

2A 

1

1 1
1 11 1 2 2 ,

1 1 1 12
2 2

A A
A

 

 
  

         
 

求方阵A的逆矩阵

,11   A
A

A

1A



,
2121
2121

,
11
11


















 
 BA

1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 0
1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 0 1

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2
,

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

AB I

BA I

        
                 

       
             



.的一个逆矩阵是AB



 因为|A|adbc         解 

所以当|A|0时 有 













ac
bd

bcad
A

A
A 1 *

||
11  












ac
bd

bcad
A

A
A 1 *

||
11  






   

        *A  
c 
d 

a
b

A12cA11d A22aA21b

所以

三、逆矩阵的求法

    

例  求二阶矩阵




 dc

baA 的逆阵  



求方阵          的逆矩阵

作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂











41
21

P

主观题 10分













41
21

P












 

11
24

2
1,2 1PP

求方阵P的逆矩阵 1P



例3  求方阵              的逆矩阵.

















343
122
321

A

解

343
122
321

A 2 0,  .1存在 A

,2
34
12

11 A ,3
33
12

12 A



同理可得 ,2,6,6,2 23222113  AAAA

,2,5,4 333231  AAA

,
222

563
462





















A得

故

  A
A

A 11























222
563
462

2
1 .

111
25323
231

























作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

? , .A判定矩阵 是否可逆 若可逆 求出其逆矩阵

,
331
212
321
















A

主观题 10分



,
331
212
321
















A .

1151
531
132





















B

解

331
212
321

A
010
430

321


.
,?,

矩阵

求出其逆若可逆是否可逆下列矩阵 BA例4



010
430

321


01
43 

 4 ,0 .A可逆所以

,3
33
21

11 A ,4
31
22

12 A

,5
31
12

13 A

.A,A
,A,A,A,A

34
1103

3332

31232221



同理可求得























332313

322212

312111
1 1

AAA
AAA
AAA

AA
AA

.





















315

404
133

4
1

1151
531
132





B由于 ,0 .B不可逆故



 
      

且可逆则数可逆若 ,,0,2 AA  

  且亦可逆则为同阶方阵且均可逆若 ,,,3 ABBA

     1111   ABBAABAB
1 AEA ,1 EAA  

  .111   ABAB

证明

  1AB B 1 1A

  .1 11   AA




    .,,1
111 AAAA 

 且亦可逆则可逆若

逆矩阵的运算性质

  .1
2

1
2

  AA 推广 1A mA 1
mA 1

1A
  (Am)-1 = (A-1)m , m 为正整数.



  .,

,0,
10 kk AAEA

A
 

 定义时当另外

      .,,4 AAAA T 且亦可逆则可逆若
T T1 1

   TTT AAAA 11   TE ,E

    .11 TT AA 


证明



  .AA,A 115  则有可逆若

证明 EAA 1

11  AA

.AA 11  因此



A

B

C

D

提交

单选题 1分



A

B

C

D

提交

单选题 1分



                                                  [填空1]      

作答

正常使用填空题需3.0以上版本雨课堂

填空题 1分



 [填空1] 

作答

正常使用填空题需3.0以上版本雨课堂

填空题 1分



 

[填空1] 

作答

正常使用填空题需3.0以上版本雨课堂

填空题 1分



AC

CA

A

B

C

D

提交

单选题 1分



设方程组为

11212111 bxaxaxa nn  

22222121 bxaxaxa nn  


mnmnmm bxaxaxa  2211

可表示为

简记为 AX＝B

























































mnmnmm

n

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa








2

1

2

1

21

22221

11211

nm 1n 1m

1. 解线性方程组

则 X＝A－1B|A|  0，A－1存在，若



   例5  解方程组
x1 + 2 x2 + 3 x3 = 1

2 x1 + 2 x2 + x3 = 1

3 x1 + 4 x2 + 3 x3 = 3

解：方程组简记为
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即      x1=  8,   x2= 9,    x3=  3.



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂
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求矩阵X

主观题 10分
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2 解矩阵方程



,
111
25323
231

1





















A且 ,

25
131 










B

CAXB 又由
1111   CBAAXBBA

.11  CBAX
于是 11  CBAX



















































25
13

13
02
31

111
25323
231

E






























25
13

20
20

11
.

410
410

12

























        注意: ①由于矩阵乘法不满足交换律,用矩阵 1A

乘方程AXB=C两边时,必须同时在左边乘. 

                   ②对于高阶矩阵    ,用伴随矩阵法求 A 1A

是比较麻烦的.
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设  (x) = a0 + a1x + ··· + amxm 为 x 的 m 次多

项式，A 为 n 阶方阵，记

 (A) = a0 E + a1 A + ··· + am A m ，

 (A) 称为 .



从而 A 的多项式可以像数 x 的多项式一样相乘或

分解因式. 例如

( E + A )( 2E – A ) = 2E + A – A2 ,

( E – A )3 = E – 3A + 3A2 – A3 .

因为矩阵 Ak、 Al 和 E 都是可交换的，所以

矩阵 A 的两个多项式  (A) 和 f (A) 总是可交换的，

即总有

 (A) f (A) = f (A)  (A)，



如果 A = P P –1，则 Ak = Pk P –1，从而

 (A) = a0 E + a1 A + ··· + am Am 

= Pa0EP –1 + Pa1P –1 + ··· + PammP –1

= P ()P –1 .

如果  = diag(1 , 2 , ··· , n)为对角矩阵,

则， k = diag(1
k
 , 2

k
 , ··· , n

k)，从而
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思考题
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是否有唯一解矩阵方程

是否有唯一解那么矩阵方程可逆若



思考题解答

.. 1的唯一性决定的这是由于是的 A答



五、内容小结

逆矩阵的概念及运算性质.

.0A

逆矩阵的计算方法

  ;2 1

A
AA


 利用公式

逆矩阵    存在1A 

  ;1 待定系数法

   .3 下一章介绍初等变换法



作业：见雨课堂作业链接



第 四节     克拉默法则

一、克拉默法则

二、重要定理

三、内容小结



上完这节课我能做到

1. 会用克拉默法则求线性方程组的解

2.会用线性方程组解的定理判定线性方程组的解



用消元法解二元线性方程组
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一、克莱姆法则
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由方程组的四个系数确定.
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系数行列式
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则二元线性方程组的解为
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例  解线性方程组












.0
,132
,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx

由于方程组的系数行列式

111
312

121





D 5



同理可得
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,,,, 21 不全为零若常数项 nbbb  则称此方程组为非

 非齐次线性方程组; ,,,, 21 全为零若常数项 nbbb 

此时称方程组为齐次线性方程组.

非齐次与齐次线性方程组的概念



一、克拉默法则
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用克拉默则求解方程组

主观题 10分
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不等时,就不能用克拉默法则求解.

注意：通过上述例子, 我们看到用克拉默法则求解

线性方程组时,要计算 n+1 个 n 阶行列式,这个

计算量是相当大的, 所以, 在具体求解线性方程

组时, 很少用克拉默法则,但经济中经常出现的情
况是，变量中仅有几个是实际需要的，尤其是当其
余变量的值不需要时，克莱姆法则就更简便。

另外, 当方程组中方程的个数与未知量的个数

克拉默法则不仅给出了方程组有唯一解的条件, 并
且给出了方程组的解与方程组的系数和常数项的关
系.



二、重要定理

定理1    如果线性方程组  的系数行列式         
则   一定有解,且解是唯一的 .
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定理1′如果线性方程组   无解或有两个不同的
解，则它的系数行列式必为零.(逆否命题) 
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齐次线性方程组的相关定理

 2

0

0
0

2211

2222121

1212111















nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







定理2　如果齐次线性方程组   的系数行列式                     
      则齐次线性方程组    只有一组零解.0D

 2
 2

定理2′ 如果齐次线性方程组                   
    

 2 有非零解,则它

      的系数行列式必为零      .(逆否命题)0D

















0

0
0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







有非零解.

0D反之：以后将证明：若系数行列式



例 齐次方程组
1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 2 4 0
2 (3 ) 0

(1 ) 0

x x x
x x x
x x x






   
    
    

有非零解，问   取何值时？

解











111

132
421

D










101

112
431

1 3 ( 1)(1 ) 4
2 1 2( 1) 1
1 0 0

   
 

    
   



齐次方程组有非零解，则 0D
所以                         或               时齐次方程组有非零解.0, 2  或 3

1 ( 1)
( 3)

1 2 1



 

 
 

 

2

1 0
( 3)

1 2


  
 

 

2( 3)(2 )    

23 2 3
1 2 1
  

 
   


 

( 2)( 3)     



2

0

-1

-2

A

B

C

D

提交

单选题 1分



1

2

1或2

1或2或3

A

B

C

D

提交

单选题 1分



思考题

当线性方程组的系数行列式为零时,能否用克拉默
法则解方程组?为什么?此时方程组的解为何?



思考题解答

不能,此时方程组的解为无解或有无穷多解.



1. 用克拉默法则解方程组的两个条件

(1)方程个数等于未知量个数;

(2)系数行列式不等于零.

2. 克拉默法则建立了线性方程组的解和已知的系
数与常数项之间的关系.它主要适用于理论推导.

三、内容小结





上完这节课我能做到

会求分块对角阵的行列式与逆阵



一、矩阵的分块

　　对于行数和列数较高的矩阵  ，为了
简化运算，经常采用分块法，使大矩阵的
运算化成小矩阵的运算. 具体做法是：将
矩阵  用若干条纵线和横线分成许多个小
矩阵，每一个小矩阵称为  的子块，以子
块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵.

A

A
A



,

3

2

1


















B
B
B





















b
b

a
a

A

110
101
000
001

例



















A

001a

b
a

110
000

b110

















1B

2B
3B

即























b
b

a
a

A

110
101
000
001

,
43

21 









CC
CC





























A

1a
1C

00
2C

10
01

0 a
3C

b
b
1

1
00

4C
即



,









BE
OA

 ,4321 AAAA





















b
b

a
a

A

110
101
000
001





















b
b

a
a

A

110
101
000
001











a
a

A
0

1
其中 










b
b

B
1

1










10
01

E 









00
00

O





















0
1
0

1

a

A其中





















1
0

1

2
a

A





















1

0
0

3 b
A





















b

A
1
0
0

4



 
有相同的分块法

采用列数相同的行数相同与设矩阵

,
,,1 BA

那末列数相同的行数相同与其中 ,,ijij BA

.

11

111111






















srsrss

rr

BABA

BABA
BA






二、分块矩阵的运算规则



































srs

r

srs

r

BB

BB
B

AA

AA
A











1

111

1

111

,



  那末为数设 ,,2

1

111



















srs

r

AA

AA
A






.

1

111


















srs

r

AA

AA
A













例


















654
123
321

A,2

222
222
222






















654
123
321

A2

.
12108
246
644




















  分块成矩阵为矩阵为设 ,,3 nlBlmA 

,,

1

111

1

111



































trt

r

sts

t

BB

BB
B

AA

AA
A











那末的行数

的列数分别等于其中

,

,,,,,, 2121 ijjjitii BBBAAA 


















srs

r

CC

CC
AB






1

111

 .,,1;,,1
1

rjsiBAC kj

t

k
ikij   



其中



 

即是方阵

且非零子块都其余子块都为零矩阵上有非零子块

角线的分块矩阵只有在主对若阶矩阵为设

.
,,

,5 AnA

,2

1





















sA

A
A

A
O

O

  ,4
11


















srA

A
A





设

rA1

1sA
.

11


















T
sr

T

T

A

A
A





则

T
sA 1

T
rA1

T
sA 1

T
rA1

.
11


















T
sr

T

T

A

A
A





则



,2

1





















sA

A
A

A
O

O

 
.

,,2,1
对角矩阵

为分块那末称都是方阵其中 AsiAi 

.21 sAAAA 

分块对角矩阵的行列式具有下述性质:



  并有则若 ,0,,,2,10  AsiAi 

.2

1





















sA

A
A

A
o

o

  ,6 2

1





















sA

A
A

A


设

o
o

1

1

1

1



 




































ss B

B
B

A

A
A













00

00
00

00

00
00

7 2

1

2

1

.

00

00
00

22

11





















ssBA

BA
BA









例1      设

,

1011
0121
0010
0001




















A ,

0211
1401
1021
0101






















B

.AB求

解 分块成把 BA,






















1011
0121
0010
0001

A




















10
01

10
01

A
00
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11
21

,







 E

E
O

1A


























0211
1401
1021
0101

B 







 11B E

21B 22B

则 

















2221

11

1 BB
EB

EA
OE

AB

.
22121111

11 










BABBA

EB



.
22121111

11 










BABBA

EB
AB

又 21111 BBA  


























 


11
01

21
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21


















 


11
01

20
43 ,

11
42





























 


02
14

11
21

221 BA ,
13
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







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于是 










22121111

11

BABBA
EB

AB

.

1311
3342
1041
0101



























,

100
100
000
001





















b
b

a
a

A设





















b
b

a
a

B

100
000
001
000

., ABABA 求

例2



解 分块将 BA,





















b
b

a
a

A

100
100
000
001

,
0

0

2

1 









A
A





















b
b

a
a

B

100
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001
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,
0

0

2

1 









B
B

其中

,
0

1
1 










a
a

A

;
1

1
2 










b
b

A

,
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0
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



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


a
a

B

;
1

0
2 










b
b

B

其中






















2

1

2

1

0
0

0
0

B
B

A
A

BA

,
0

0
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11 












BA
BA




















a
a

a
a
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1

0
0

1
11 ,
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









a
a




















b
b

b
b
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1

0
1

1
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









b
b
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2200
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0021
0012











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
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
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
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0
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0
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








aaa

aaa
ABA

,
23
122

32

23

222 
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例3  设 ,
120
130
005
















A .1A求

解

















120
130
005

A ,
2

1 









AO
OA

 ,51 A ;
5
11

1 





A ,

12
13

2 







A



;
32
111

2 










A
















1
2

1
11

AO
OA

A

;
5
11

1 





A

.
320
110

00
5
1
























三、小结

     在矩阵理论的研究中,矩阵的分块是一种最
基本,最重要的计算技巧与方法.

(1)   加法 采用相同的分块法同型矩阵 ,

(2)   数乘 的每个子块乘需乘矩阵数 AkAk ,

(3)   乘法

的划分相一致的列的划分与需相乘与若 BABA ,

     分块矩阵之间的运算

分块矩阵之间与一般矩阵之间的运算性质类似



(4)   转置


















srA

A
A




11 rA1

1sA

T
sA 1

T
rA1


















T
sr

T

T

A

A
A




11



(5)   分块对角阵的行列式与逆阵





















sA

A
A

A


2

1

O

O
.21 sAAAA 























sA

A
A

A


2

1

O

O

 .,,,

,,2,1
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2
1

1
1  



s

i

AAAdiagA

siAA



 且可逆可逆



作业：见雨课堂作业链接





上完这节课我能做到
1.会判断矩阵是否为行阶梯型矩阵、行最简型矩阵
2.会用初等变换化矩阵为行阶梯型矩阵、行最简型

矩阵



         本章先讨论矩阵的初等变换，建立矩阵

的秩的概念,并提出求秩的有效方法．再利

用矩阵的秩反过来研究齐次线性方程组有非

零解的充分必要条件和非齐次线性方程组有

解的充分必要条件，并介绍用初等变换解线

性方程组的方法．内容丰富，难度较大.                             



引例

)1(

求解线性方程组
















,97963
,42264

,42
,22

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx 1

3

4

2

分析：用消元法解下列方程组的过程．

2



解

)( 1B)1(

)( 2B


2

1
3

2















,97963
,232

,22
,42

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx 1

3

4

2

2 1
32 

3

3 14















,3433
,6355

,0222
,42

432

432

432

4321

xxx
xxx
xxx
xxxx 1

3

4

2



)( 3B

)( 4B
















,3
,62

,0
,42

4

4

432

4321

x
x

xxx
xxxx 1

3

4

2

5

2
2
1



3

34
2
2
















,00
,3

,0
,42

4

432

4321

x
xxx

xxxx 1

3

4

23

24

4

3

用“回代”的方法求出解：



于是解得











3
3
4

4

32

31

x
xx
xx

.3为任意取值其中x

方程组的解可记作或令 ,3 cx 

,

3

3
4

4

3

2

1





























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













c

c
c

x
x
x
x

x

.为任意常数其中c











































3
0
3
4

0
1
1
1

cx即 （2）



小结：

1．上述解方程组的方法称为消元法．

      2．始终把方程组看作一个整体变形，用到如
下三种变换

（1）交换方程次序；

（2）以不等于０的数乘某个方程；

（3）一个方程加上另一个方程的k倍．

i j（　与　相互替换）

（以　　　替换　）i k i

j（以　　　　替换　）i k i



3．上述三种变换都是可逆的．

　　由于三种变换都是可逆的，所以变换前的
方程组与变换后的方程组是同解的．故这三种
变换是同解变换．

ji
)(A若 ),(B


)(B则 );(A

ji 

k)(A若 ),(B
ji

)(A若 ),(Bi k )(B则 );(Ai k

)(B则 ).(Ak ji



　　因为在上述变换过程中，仅仅只对方程组
的系数和常数进行运算，未知量并未参与运
算．

若记



























97963
42264
41211
21112

)( bAB

则对方程组的变换完全可以转换为对矩阵B(方程
组（1）的增广矩阵）的变换．



定义1 下面三种变换称为矩阵的初等行变换:

  ）；记作两行对调两行（对调 ji rrji ,,1

  ;02 乘以某一行的所有元素以数 k
）记作行乘（第 krki i ,

 

.

3        

）记作

行上倍加到第行的对应的元素上去（第

倍加到另一行把某一行所有元素的

ji krr
ikj

k





定义2    矩阵的初等列变换与初等行变换统称为
初等变换．

      初等变换的逆变换仍为初等变换, 且变换类
型相同．

        同理可定义矩阵的初等列变换(所用记号是
把“r”换成“c”)．

ji rr 

kri 

逆变换 ;ji rr 

逆变换 ;)1( kr
k

r ii  或

ji krr  逆变换 .)( jiji krrrkr  或



等价关系的性质：

；反身性）（ A    A   1 

A;B  ,  B  A    2  则若对称性）（

C.  AC,BB,  A  3  则若）传递性（

．等价，记作与就称矩阵

，矩阵经有限次初等变换变成如果矩阵

BABA
BA

~

具有上述三条性质的关系称为等价．

例如，两个线性方程组同解，

就称这两个线性方程组等价



用矩阵的初等行变换 解方程组（1）：

1
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41211
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97963
42264
41211
21112

)( bAB



3

31000
62000
01110
41211
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


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97963
21132
21112
41211

1B 13

32

2rr
rr





14 3rr 
2

34330
63550
02220
41211

B























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2rr
rr





14 3rr 

24 3rr 
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3 5

2
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r
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





























31000
62000
01110
41211
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34 2rr 
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

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对应的方程组为5B











3
3
4

4
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31

x
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方程组的解可记作或令 ,3 cx 
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c
c
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x
x
x
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











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
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







3
0
3
4

0
1
1
1

c

.为任意常数其中 c



特点：

（1）、可划出
一条阶梯线，线
的下方全为零；

（2）、每个台
阶 只有一行，

台阶数即是非零行的行数，阶梯线的竖线后面
的第一个元素为非零元，即非零行的第一个非
零元．

4 

00000
31000
01110
41211

B























4 5 .B B矩阵 和 都称 行阶梯形为 矩阵



行阶梯形矩阵B5还称为行最简形矩阵

（1）非零行的第一个非零元为1，且这些非零元
所在列的其他元素都为0.

5 

00000
31000
30110
40101

B























（2）这些非零元所在列的其他元素都为0.

4 5 .B B矩阵 和 都称 行阶梯形为 矩阵

特点：



.
,A        nm

和行最简形变换把他变为行阶梯形

总可经过有限次初等行对于任何矩阵 

注意：行最简形矩阵是由方程组唯一确定的，行
阶梯形矩阵的非零行数也是由方程组唯一确定
的．

        行阶梯形矩阵B5还称为行最简形矩阵，即非
零行的第一个非零元为1，且这些非零元所在列
的其他元素都为0.



判断下面的矩阵是否为阶梯型矩阵

是

不是

A

B

提交

1 2 1 0
0 0 1 3
0 0 2 5

 
  
 
 

单选题 1分



判断下面的矩阵是否为阶梯型矩阵

是

不是

A

B

提交




















000000
033000
010420
100131

单选题 1分



判断下面的矩阵是否为阶最简型矩阵

是

不是

A

B

提交

,
0000
1110
1011

2















A

单选题 1分



判断下面的矩阵是否为阶最简型矩阵

是

不是

A

B

提交

4

1 1 0 1
0 0 1 1 .
0 0 0 0

A
 
   
 
 

单选题 1分



1 2 3
2 3 5
4 7 0

A
 
   
 
 

化矩阵 为行阶梯形矩阵

1 2 3
0 1 11
0 0 1

A
 
 
 
  

:



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

为行阶梯形矩阵化矩阵





















5102
3120
2231

A

主观题 10分



为行阶梯形矩阵化矩阵





















5102
3120
2231

A

1 3 2 2
0 2 1 3
0 0 0 0

A
 

  
 
 

:





作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

主观题 10分





1.初等行(列)变换

   ;1 jiji ccrr 

   ;2 kckr ii 

   .3 jiji kcckrr 








初等变换的逆变换仍为初等变换, 且变换类型相同．

3.矩阵等价具有的性质

  ;1 反身性      ;2 对称性     .3 传递性

2. A 初等变换 B .~ BA



作业：见雨课堂作业链接





上完这节课我能做到
1.会用初等行变换求可逆矩阵的逆矩阵
2.会用初等行变换求线性方程组的解



定义  由单位矩阵  经过一次初等变换得到的方
阵称为初等矩阵.

E

三种初等变换对应着三种初等方阵.

        矩阵的初等变换是矩阵的一种基本运算，应
用广泛.

一、初等矩阵的概念










行（列）上去．乘某行（列）加到另一以数

乘某行或某列；以数

对调两行或两列；

k
k

.3
0.2

.1




















100
010
001

E
















100
010
401

~
31 4rr

例如



11 12

2

11 12

21 22

3

1 22

31 32 1

31 3

2

2

3

1 0
(1) 0 1 0

0 0 1

a ak
a a

a a
a a
a

ka

a a

ka

a

  
    

  
 
 

  




观察：

11 12 1 11 12 1

21 22 2

31 32 3 31 32

21 22 2

3

1 0 0
(2) 0 0

0 0 1

n n

n n

n n

a a ... a a a ... a
k a a ... a ...

a a ... a a a ... a
ka ka ka

    
            

11 12 13 11

21 22 23 21

31 32 33

12

22

32

13

23

331 3

1 0 0
(3) 0 0 1

0 1 0

b b b b b
b b b b
b b b bb

b
b

b
b

    
            



    定理1 设  是一个     矩阵，对  施行一

次初等行变换，相当于在  的左边乘以相应的  

阶初等矩阵；对  施行一次初等列变换，相当于

在  的右边乘以相应的  阶初等矩阵.

nm
m

n
A

A
AA

A

初等矩阵的应用

初等变换 初等矩阵

初等逆变换 初等逆矩阵

右乘列变左乘行变 ,



         定理2 设A为可逆方阵，则存在有限个初等
方阵 .,,,, 2121 ll PPPAPPP  使

证  ,~ EA

使即存在有限个初等方阵 ,,,, 21 lPPP 

APEPPPP lrr   121

.PPPA l21即

.,
:~ 

BPAQQnPm
BAnm





使阶可逆方阵及阶可逆方阵

存在的充分必要条件是矩阵推论

,AE 经有限次初等变换可变故



利用初等变换求逆阵的方法：

，有时，由当 lPPPAA 21  0 

,1
1

1
1

1 EAPPP ll 


  ,      11
1

1
1

1 


  AEPPP ll 及

 EPPPAPPP llll
1

1
1
1

11
1

1
1

1 





 

 1 AE

 EAPPP ll
1

1
1
1

1 


 

. 

)(2        
1



AEEA

EAnn

就变成时，原来的变成当把

施行初等行变换，矩阵即对

( A   E ) ( E   A－1 )
初等行变换



利用初等变换求逆阵的方法：

，有时，由当 lPPPAA 21  0 

. 

)(2        
1



AEEA

EAnn

就变成时，原来的变成当把

施行初等行变换，矩阵即对

( A   E ) ( E   A－1 )
初等行变换



. ,
343
122
321

   1
















 AA 求设

 解

例１




















103620
012520
001321

 

















100343
010122
001321

EA

12 2rr 

13 3rr 

21 rr 

23 rr 























111100
012520
011201

21 rr 

23 rr 





















111100
563020
231001

31 2rr 

32 5rr 

31 2rr 

32 5rr 

）（ 22 r

）（ 13 r























111100
2
53

2
3010

231001
）（ 22 r

）（ 13 r



.

111
2
53

2
3

231
1























 A























111100
2
53

2
3010

231001
）（ 22 r

）（ 13 r



练习：求下列矩阵的逆矩阵

1

3 2 0
(1) 1 1 0

0 0 1/ 3
A

 
   
 
 



 
   
 
 

1

1 0 6

( 2 ) 0 1 2

0 0 1

B



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

             设                                    求A1 



















032
203
120

A

主观题 10分



                   设                             求A1 




















032
203
120

A

解







 
 
 








 
 
 0 2   1   1   0   0

3   0 2   0   1   0
2   3   0   0   0   1

(A E) 







 
 
 








 
 
 1   1 1   1   1   1

3   0 2   0   1   0
2   3   0   0   0   1

~r1r2
r1r3

1   1 1   1   1   1
0 3   1 3 2 3
0   5 2   2   2   3







 
 
 








 
 
 ~

r23r1
r32r1 







 
 
 








 
 
 1   1 1   1   1   1

0 1   0 4 2 3
0   5 2   2   2   3

~
r22
r2r3








 
 
 








 
 
 1   1 1     1   1     1

0 1   0   4 2   3
0   0 2 18 8 12

~
r35r2 







 
 
 








 
 
 1  1 1   1   1   1

0  1   0   4   2   3
0  0   1   9   4   6

~r2(1)
r3(2)

~
r1r2
r1r3 







 
 
 








 
 
 1  0   0   6   3   4

0  1   0   4   2   3
0  0   1   9   4   6

 所以 














649
324
436

1A  所以



 .  

           
1BA矩阵

的方法，还可用于求利用初等行变换求逆阵

E

)()(       11 BAEBAA  

)( BA

BA 1

即

初等行变换



例２

.
34
13
52

,
343
122
321

    

,





































BA

BAXX ，其中使求矩阵

解 .1BAXA 可逆，则若


















34343
13122
52321

)( BA





















122620
91520

52321





















31100
91520
41201




















31100
64020
23001

12 2rr 

13 3rr 

21 rr 

23 rr 

31 2rr 

32 5rr 



，
















31100
32010

23001

.
31
32

23
         
















 X

）（ 22 r

）（ 13 r




















31100
64020
23001

31 2rr 

32 5rr 



三、小结

1. 单位矩阵             初等矩阵.
一次初等变换

2.   利用初等变换求逆阵的步骤是:

    ;1 







E
A

EA 或构造矩阵 

   
1

2 ,

,

A E A E

E A

M对 施行初等行变换 将 化为单位矩阵

后 右边 对应部分即为



作业：见雨课堂作业链接





上完这节课我能做到
1.会表述矩阵秩的定义

2.会用初等变换化矩阵为行阶梯型矩阵法

   求矩阵的秩



2 1 1 1 2
1 1 2 1 4

( )
4 6 2 2 4
3 6 9 7 9

B A b

  
   
  
 

 

 5

1 0 1 0 4
0 1 1 0 3
0 0 0 1 3
0 0 0 0 0

B

 
   
 
 
 

4 

00000
31000
01110
41211

B



























.

 ,         

数是唯一确定的

梯形矩阵中非零行的行梯形，行阶把它变为行阶

变换总可经过有限次初等行任何矩阵 nmA 

.

,

,  1
2

阶子式的称为矩阵

阶行列式，的中所处的位置次序而得变它们在

不改元素处的个），位于这些行列交叉

列（行中任取矩阵在定义

kA
kA

knk

mkkkAnm





一、矩阵秩的概念

矩阵的秩



如：矩阵

1 3 9 3
0 1 3 4
2 3 9 6

A
 

   
   

取第1行、第3行和第1列、第4列交叉处的元素，

12
62
31



二阶子式是

组成的

的最高阶子式是3阶，共有4个3阶子式.A易见

而在这个矩阵中,

 9

1 3
0 1
2 3

 
 
 
   

都是矩阵 A 的子矩阵.

1 3 9 3
0 1 3 4

 
  
























5102
3120
2231

A 50
23

510
312
223

























5102
3120
2231

A 三阶子式

二阶子式例如：

例如：

(1) A 的每个元素 aij 都是 A 的一个一阶子式

(2) 当 A 为 n 阶方阵时，n 阶子式即为 | A |

注：



2 0
1

0
( ) .

.

A k
D r

D A r
A R A



定义 设在矩阵 中有 的 阶子

式 ，且 阶子式（如果存在的话）

，那

一个不等于

所有

末 称为矩阵 的 ，数

称为矩阵 的 ，记作 并规定

全等

于 最高阶非零子

零矩阵的秩秩

等于零

式

.
)(         

子式的最高阶数

中不等于零的是的秩矩阵 AARAnm 

，对于 TA ).()( ARAR T 显有

. 个阶子式共有的矩阵 k
n

k
m CCkAnm 



例1 .
174
532

321
的秩求矩阵
















A

解 中，在 A

，阶子式只有一个的又 AA 3

.0
32
21


，且 0A

.2)(  AR



A

B

C

D

提交

单选题 1分



例2 .

00000
34000
52130
23012

的秩求矩阵
























B

解 行，其非零行有是一个行阶梯形矩阵， 3B

.4阶子式全为零的所有B

,0
400
230

312



而 .3)(  BR

行阶梯形矩阵的秩等于非零行的行数.



例3 ，求该矩阵的秩．已知





















5102
3120
2231

A

,02
20
31



102
120
231





502
320
231



解 计算A的3阶子式，

,0 ,0

510
312
223




512
310
221





,0 ,0  

.0   .2 AR



做初等变换，对矩阵





















5102
3120
2231

A另解

,
0000
3120
2231

~
5102
3120
2231









































显然，非零行的行数为2，

  .2 AR 此方法简单！

行阶梯形矩阵的秩等于非零行的行数.



.
,     

梯形等行变换把他变为行阶

总可经过有限次初因为对于任何矩阵 nmA 

问题：经过变换矩阵的秩变吗？

   . ,~1 BRARBA 则若定理

二、矩阵秩的求法

方法：把矩阵用初等行变换变成为行阶梯形矩阵，
行阶梯形矩阵中非零行的行数就是矩阵的秩.



A

B

C

D

提交

单选题 1分



初等变换求矩阵秩的方法：

例4

3 2 0 5 0
3 2 3 6 1

  ,
2 0 1 5 3
1 6 4 1 4

A A

 
   
 
 

  

设 求矩阵 的秩.

阶梯形矩阵：作初等行变换，变成行对A解



























41461
35102
16323

05023

 A
























05023
35102
16323

41461
41 rr 



























41461
35102
16323

05023

 A
























05023
35102
11340

41461

42

41

rr
rr































12812160
1179120
11340

41461

 

























41461
35102
16323

05023

 A

42

41

rr
rr





14

13

3
2

rr
rr































84000
84000
11340

41461

 
























00000
84000
11340

41461

 

由阶梯形矩阵有三个非零行可知 .3)( AR

23 3rr 

24 4rr 

34 rr 



例5















































4
3
2
1

,

6063
3242
0842
1221

bA设

    .)( 的秩及矩阵求矩阵 bABA 

解 ),~,~(~          bABB 的行阶梯形矩阵为设分析：

的行阶梯形矩阵，就是则 AA~

).()()~,~(~ BRARbAB 及中可同时看出故从 





























46063
33242
20842
11221

B























13600
51200
02400
11221

13

12

2
2

rr
rr





14 3rr 



















 

10000
50000
01200
11221

















 

00000
10000
01200
11221

23

2 2
rr

r




24 3rr 

53 r

34 rr 

.3)(,2)(  BRAR



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

练习：  将下列矩阵利用初等行变换化为行阶梯形,再化为行
最简形, 并求其秩.

2 1 1 1 2
1 1 2 1 4
4 6 2 2 4
3 6 9 7 9

A

  
  
  
 

 

主观题 10分



21 rr 

23 r

2 1 1 1 2
1 1 2 1 4
4 6 2 2 4
3 6 9 7 9

A

  
  
  
  

1 1 2 1 4
2 1 1 1 2
2 3 1 1 2
3 6 9 7 9

 
   
  
  

13

32

2rr
rr





14 3rr 

1 1 2 1 4
0 2 2 2 0
0 5 5 3 6
0 3 3 4 3

 
  
   
   

2

3 2

2
5

r
r r




24 3rr 

























31000
62000
01110
41211

43 rr 

34 2rr  1

00000
31000
01110
41211

B

























2

00000
31000
30110
40101

B























21 rr 

32 rr 
























00000
31000
01110
41211

1B

依次为行阶梯形和行最简形矩阵。,1B 2B

秩显然为３.



0

1

4

5

A

B

C

D

提交

单选题 1分



1

-1

0

2

A

B

C

D

提交

单选题 1分



三、矩阵秩的性质

（1） 0 ≤ R(Amn) ≤ min{ m , n } .

（2） R(AT) = R(A) .

（3） 若 A ~ B, 则 R(A) = R(B) .

（4） 若 P，Q 可逆，则 R(PAQ ) = R(A) .

矩阵的秩有以下性质：



（5） max{R(A) , R(B) } ≤ R(A, B) ≤ R(A) + R(B),

特别地，当 B = b 为列向量时，有

R(A) ≤ R(A, b) ≤  R(A) +1 .

（6） R(A + B) ≤ R(A) + R(B).

（7） R(AB) ≤ min{R(A) , R(B)} .

（8）若 Amn Bnl = O，则 R(A) + R(B) ≤ n .



定理    设　　　　　 ， 则( )ij n nA a 

0 ( ) ;A R A n  

 0 ( )A R A n  

(降秩矩阵)

(满秩矩阵)



(1)      ;
(2)     ( ) ;
(3)     
(4)     ;
(5)     

~

A A
R A n
A E
A
A



的最高阶非零子式为

；

为满秩矩阵

为非奇异矩阵。

则阶可逆矩阵为若 ,nA



例. 设方阵 
















132
120

211
A 判断A是否可逆. 

解法1:  因为 05
132
120

211
|| A , 所以，A满秩(可逆). 

解法2:  用初等行变换将A化成行阶梯形矩阵，得 

3 2
3 1

1
2 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2
0 2 1 0 2 1 0 2 1
2 3 1 0 1 3 0 0 5 2

r rr r 

     
              
           

所以r(A)=3，A满秩，故A可逆. 



                                                        [填空1] 

作答

正常使用填空题需3.0以上版本雨课堂

填空题 1分



小结

(2)初等变换法

1.  矩阵秩的概念

2.  求矩阵秩的方法

(1)利用定义

(把矩阵用初等行变换变成为行阶梯形矩阵，行
阶梯形矩阵中非零行的行数就是矩阵的秩).

(即寻找矩阵中非零子式的最高阶数);



作业：见雨课堂作业链接



第三节  线性方程组的解

一、线性方程组有解的判定条件
二、线性方程组的解法
三、小结



上完这节课我能做到

1.会用初等变换化矩阵为
行阶梯型矩阵、行最简型矩阵法求解线性方程组

2.会表述齐次、非齐次线性方程组解的定理

3.会用线性方程组解的定理对未知参数讨论，确定线性方

程组的解



例   求解齐次线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0
0 .

2 0

x x x
x x x

x x x

  
   
   

齐次线性方程组的解

1.当R(A)=n时,方程组只有零解



例   求解齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0
2 2 2 0 .

4 3 0

x x x x
x x x x

x x x x

   
    
    

解




















3411
2212

1221
A




















4630
4630

1221
施行初等行变换：对系数矩阵 A

13

12 2
rr
rr























0000
3
4210
1221

)3(2

23





r
rr 21 2rr 





















 

0000
3
4210
3
5201

即得与原方程组同解的方程组













,0
3
42

,0
3
52

432

431

xxx

xxx

说明什么
问题？

说明第3个方
程是多余的！ 行最简形

矩阵

        2.当R(A)<n时,方程组有非零解，且方程组有n-r

个自由未知量,因此有无数多个解.



1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

52 ,
3
42 ,
3

,
,

x x x

x x x

x x
x x

  

  



 

).,( 43 可任意取值xx由此即得













,
3
42

,
3
52

432

431

xxx

xxx

).,( 43 xx称 自由未知量




















,
3
42

,
3
52

212

211

ccx

ccx
形式，把它写成通常的参数令 2413 , cxcx 

.

1
0
3
4

3
5

0
1
2

2

21

4

3

2

1
































































cc

x
x
x
x

即原方程组的解为

),( 21 可取任意实数参数 cc

,01 213 ccx 
,10 214 ccx 



齐次线性方程组有解的判定条件:
1.当R(A)=n时,方程组(1)只有零解,

2.当R(A)<n时,方程组(1)有非零解，

  且方程组有n-r个自由未知量,因此有无数多个解.

推论:    当 m < n 时，齐次线性方程组Amn x = 0        

               一定有非零解.



线性方程组AX=0 ,若A是3  4阶方阵，则该方程组

无解

有唯一零解

有无穷多解

A,B,C 都不成立

A

B

C

D

提交

单选题 1分



例   求解齐次方程组的通解












032
03

0

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

解    对系数矩阵A进行初等变换























3211
3111

1111
A






















2100
4200

1111
~



.
0000
2100
1011

~


















  2 4,r A  由于 故方程组有非零解，且有








43

421

2xx
xxx

















424

423

422

421

10
20
01
11

xxx
xxx
xxx
xxx






















2100
4200

1111

为什么选
为非自由未知量？

31 , xx

1 2 4

3 4

0
2 0

x x x
x x
  

  



.

1
2
0
1

0
0
1
1

42

4

3

2

1



























































xx

x
x
x
x

),( 42 Rxx 

得方程组的通解为















424

423

422

421

10
20
01
11

xxx
xxx
xxx
xxx

由



设有 n 个未知数 m 个方程的线性方程组

)1(

,

,
,

2211

22222121

11212111
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







(1) 式可以写成以向量 x 为未知元的向量方程

Ax = b , (2)                           

以后线性方程组 (1) 与向量方程 (2) 将混同使用而

不加区分，解与解向量的名称亦不加区别.



利用系数矩阵 A 和增广矩阵 B = (A , b) 的秩，

可方便地讨论线性方程是否有解，以及有解时解是否

唯一等问题.



例   求解非齐次方程组的通解

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1
4 2 5 4
2 4 2

x x x
x x x

x x x

  
   
   



2 1 3 1
( ) 4 2 5 4

2 1 4 2
B Ab

 
    
  

2 1 3 1
0 0 1 2
0 0 1 1

 
  
 
 

13

12 2
rr
rr





2 1 3 1
0 0 1 2
0 0 0 3

 
  
 
 

3 2r r

(i) 无解的充要条件是 R(A) < R(A，b) ;
n 元线性方程组 Ax = b 说明什么
问题？

第3行表示
矛盾方程0=3



例   求解非齐次方程组的通解

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6
2 3 9

2 3 4

x x x
x x x
x x x

  
   
    



1 1 1 6
( ) 2 1 3 9

1 2 3 4
B Ab

 
    
   

13

12 2
rr
rr



 1 1 1 6
0 3 1 3
0 1 4 10

 
   
   

2 3

3 23
r r
r r



1 1 1 6
0 1 4 10
0 0 11 33

 
   
   

(ii) 有唯一解的充要条件是 R(A) = R(A，b) = n ;

n 元线性方程组 Ax = b 

3

2 3

1 3

1 2

( 11)
4

r
r r
r r
r r

 







1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3

 
 
 
 
 

1

2

3

1
2
3

x
x
x


 
 

化为行最
简形矩阵

行最简形
矩阵



例  求解非齐次方程组的通解

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 4
2 4 5

3 8 2 13

x x x
x x x

x x x

  
    
   

2 3 1 4
( ) 1 2 4 5

3 8 2 13
B Ab

 
     
  

1 2 4 5
0 7 7 14
0 14 14 28

  
  
  

1 2

2 1

3 1

2
3

r r
r r
r r







2

3 2

7
14

r
r r



1 2 4 5
0 1 1 2
0 0 0 0

  
  
 
 

1 22r r
1 0 2 1
0 1 1 2
0 0 0 0

 
  
 
 

即得与原方程组同解的方程组

说明什么
问题？

说明第3个方
程是多余的！

行最简形
矩阵

1 3

2 3

3 3

2 1
2

x x
x x
x x

 
  
 

1 3

2 3

2 1
2

x x
x x
 

  

��, ��

3( ).x称 为自由未知量

(iii) 有无穷多解的充要条件是 R(A) = R(A，b) < n .

n 元线性方程组 Ax = b 



(i) 无解的充要条件是 R(A) < R(A，b) ;

定理     n 元线性方程组 Ax = b 

二、线性方程组有解的条件

(ii) 有唯一解的充要条件是

R(A) = R(A，b) = n ;

(iii) 有无穷多解的充要条件是

R(A) = R(A，b) < n .



A

B

C

D

提交

R(A)=R(A，b)=4

R(A）<4

R(A，b)<4

R(A)=4

单选题 1分



步骤 1  对于非齐次线性方程组，把它的增广

矩阵 B 化成行阶梯形，从中可同时看出 R(A) 和

R(B) . 若 R(A) < R(B) ，则方程组无解.

步骤 2  若 R(A) = R(B) ，则进一步把 B 化成行

最简形. 而对于齐次线性方程组，则把系数矩阵 A

化成行最简形.

三、线性方程组的求解步骤



由未知量分别等于 c1 , c2 , ··· , cn – r ，由 B ( 或 A )

的行最简形，即可写出含 n – r 个参数的通解.

步骤 3  设 R(A) = R(B) = r ，把行最简形中 r 个

非零行的非零首元所对应的未知量取作非自由未知

量，其余 n – r 个未知量取作自由未知量，并令自



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

   求解非齐次方程组的通解

.
2132

13
0

4321

4321

4321












xxxx
xxxx

xxxx

主观题 10分



例   求解非齐次方程组的通解

.
2132

13
0

4321

4321

4321












xxxx
xxxx

xxxx

解    对增广矩阵B进行初等变换























213211
13111
01111

B





















212100
14200
01111

~



.
00000
212100
211011

~


















    ,2 BRAR由于 故方程组有解，且有







212

21

43

421

xx
xxx


















424

423

422

421

0
2120

0
21

xxx
xxx

xxx
xxx



1

2
2 4

3

4

1 1 1 2
1 0 0

.
0 2 1 2
0 1 0

x
x

x x
x
x

       
       
         
       
       

      
., 42 任意其中 xx

所以方程组的通解为



 

[填空1] 

作答

正常使用填空题需3.0以上版本雨课堂

填空题 1分



例  设有线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 0
1 3

1

x x x
x x x
x x x




 

   
    
    

（ ）

（ ）

（ ）
, ? ?问 取何值时 方程组有唯一解 无解？有无穷多个解

解

1 1 1 0
1 1 1 3
1 1 1

B



 

 
   
  

作初等行变换，对增广矩阵 ),( bAB 

1 1 1
1 1 1 3

1 1 1 0

 




 
  
  

:



   

1 1 1
0 3
0 2 1

 
  
    

 
   
     

:

   

1 1 1
0 3
0 0 3 (1 ) 3

 
  

   

 
   
     

:

 1 0 3 , ( ) ( ) 3R A R B    当 且 时 ，方程组有唯一解

 2 0 , ( ) 1 ( ) , 2= R A R B  当 时 ， ，方程组无解

 3 , ( ) ( ) 2=-3 R A R B  当 时 ，方程组有无限多个解



作答

正常使用主观题需2.0以上版本雨课堂

 设有线性方程组












2
321

321

321 1






xxx
xxx
xxx

??, 有无穷多个解有解取何值时问

主观题 10分



例  设有线性方程组












2
321

321

321 1






xxx
xxx
xxx

??, 有无穷多个解有解取何值时问

解


















211
11

111





B

















111
11

11
~

2





作初等行变换，对增广矩阵 ),( bAB 



2

2

2 3

1 1
~ 0 1 1

0 1 1 1

 
   

  

 
 

   
    




















322

2

2

1200
110

11
~






 
      



















2

2

112100
1110

11






   1) 1 2 , 3,R A R B     ，且 时 方程组有唯一解



2 1 , ） 当 时

















0000
0000
1111

~B

    .,3 方程组有无穷多解 BRAR

其通解为













33

22

321 1

xx
xx

xxx

 ., 32 为任意实数xx



    .,故方程组无解BRAR 

3) 2 ,   时




















3000
6330

4211
~B



由定理3容易得出线性方程组理论中两个

最基本的定理.

定理 4    n 元齐次线性方程组 Ax = 0 有非零

解的充要条件是 R(A) < n .

推论    当 m < n 时，齐次线性方程组

Amn x = 0  一定有非零解.

定理 5    线性方程组 Ax = b 有解的充要条件

是 R(A) = R(A , b) .



    

为了下一章论述的需要，下面把定理 5 推广

到矩阵方程.



    nBRAR  

    nBRAR   有无穷多解.bAx 

非齐次线性方程组 bAx 

齐次线性方程组 0Ax

  nAR   ;0只有零解Ax

  nAR   .0有非零解Ax

六、内容小结

;有唯一解bAx 



作业：见雨课堂作业链接


