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     《线性代数》课程是研究线性空间(主要是有
限维)和线性变换理论的一门数学基础课,它在数
学和现代科学技术以及众多领域有着广泛的应用.
因此,工科学生必须具备有关线性代数的基础理论
知识以及使用其解决实际问题的能力,  从而为学
习后续课程和进一步扩大实践能力打下必要的数

学基础.          



:识点内在联系图个知《线性代数》知识篇四
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在初等数学中,我们用代入消元法或加减消元

法求解二元和三元线性方程组，可以看出，线性

方程组的解完全由未知量的系数与常数项所确定．

为了更清楚地表达线性方程组的解与未知量的系

数和常数项的关系，我们在本章先引入二阶和三

阶行列式的概念，并在二阶和三阶行列式的基础

上，给出 n 阶行列式的定义并讨论其性质，进而

把 n 阶行列式应用于解 n 元线性方程组．



         

      

行列式是一种常用的数学工具，在数学及其他学科

中都有着广泛的应用．



第一节     二阶与三阶行列式

一、二阶行列式的引入

二、三阶行列式

三、内容小结

重点：三阶行列式展开



用消元法解二元线性方程组
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  :2 12a ,1222221212112 abxaaxaa 

，得两式相减消去 2x

一、二阶行列式的引入



;212221121122211 baabxaaaa  ）（

，得类似地，消去 1x
,211211221122211 abbaxaaaa  ）（

时，当 021122211  aaaa 方程组的解为
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由方程组的四个系数确定.



             由四个数排成二行二列（横排称行、竖排

称列）的数表
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行列式，并记作

）所确定的二阶称为数表（表达式 
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1211 aaaa
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D 
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主对角线

副对角线

2211aa .2112aa

二阶行列式的计算
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对于二元线性方程组

系数行列式
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则二元线性方程组的解为

,
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1
1
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注意     分母都为原方程组的系数行列式.
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求解二元线性方程组
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二、三阶行列式

333231

232221

131211

)5(

339

aaa
aaa
aaa

列的数表行个数排成设有

,312213332112322311

322113312312332211 )6(
aaaaaaaaa

aaaaaaaaa




333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

（6）式称为数表（5）所确定的 .
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2221

1211

aa
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  

.312213332112322311 aaaaaaaaa 

(1)沙路法

三阶行列式的计算

322113312312332211 aaaaaaaaa D

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

D  .列标

行标

333231

232221
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aaa
aaa
aaa

D 



333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

332211 aaa

.322311 aaa

注意     红线上三元素的乘积冠以正号，蓝线上三
元素的乘积冠以负号．

说明1     对角线法则只适用于二阶与三阶行列式．

322113 aaa312312 aaa

312213 aaa 332112 aaa



 如果三元线性方程组
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的系数行列式
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232221
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aaa
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D  ,0

 利用三阶行列式求解三元线性方程组

 2.    三阶行列式包括3!项,每一项都是位于不同行,

不同列的三个元素的乘积,其中三项为正,三项为
负.
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则三元线性方程组的解为:

,1
1 D

Dx  ,2
2 D

Dx  .3
3 D

Dx 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

D  ,

33323

23222

13121

1

aab
aab
aab

D 



2-43-
122-
4-21

D 计算三阶行列式

按对角线法则，有
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,652  xx

解得由 052  xx

3.2  xx 或



例4  解线性方程组
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由于方程组的系数行列式
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同理可得
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        二阶和三阶行列式是由解二元和三元线性方
程组引入的.

对角线法则二阶与三阶行列式的计算

.21122211
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1211 aaaa
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,312213332112322311

322113312312332211
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aaaaaaaaa
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三、小结



  使求一个二次多项式 ,xf

      .283,32,01  fff



解 设所求的二次多项式为

  ,2 cbxaxxf 

由题意得   ,01  cbaf

  ,3242  cbaf   ,28393  cbaf

得一个关于未知数             的线性方程组,cba ,,
又 ,020 D .20,60,40 321  DDD

得 ,21  DDa ,32  DDb 13  DDc



故所求多项式为

  .132 2  xxxf



作业：
习题一：1



第二节：全排列与逆序数

一、概念的引入

二、全排列及其逆序数

三、小结

重点：逆序数的计算



一、概念的引入

引例 用1、2、3三个数字，可以组成多少个没
有重复数字的三位数？

解 1     2     3

1 2 3百位 3种放法

十位 1 2 31

个位 1 2 3

2种放法

1种放法

种放法.共有 6123 



二、全排列及其逆序数

同的排法？

，共有几种不个不同的元素排成一列把 n问题

定义 把    个不同的元素排成一列，叫做这     个
元素的全排列（或排列）.

n n

               个不同的元素的所有排列的种数，通常
用     表示.

n
nP

由引例 1233 P .6

nPn  )1(  n )2(  n 123  !.n同理



              在一个排列                                中，若数
            则称这两个数组成一个逆序.

 nst iiiii 21

st ii 
例如    排列32514 中， 

定义

        我们规定各元素之间有一个标准次序,  n 个
不同的自然数，规定由小到大为标准次序.

排列的逆序数

3   2   5   1   4

逆序

逆序

逆序



定义    一个排列中所有逆序的总数称为此排列的
逆序数.

例如    排列32514 中， 

3   2   5   1   4

逆序数为31

0 10

故此排列的逆序数为3+1+0+1+0=5.



计算排列逆序数的方法

方法1

分别计算出排在                         前面比它大的数
码之和即分别算出                            这    个元素
的逆序数，这个元素的逆序数的总和即为所求
排列的逆序数.

n,n,,, 121 
n,n,,, 121  n

逆序数为奇数的排列称为奇排列;

逆序数为偶数的排列称为偶排列.

排列的奇偶性



分别计算出排列中每个元素前面比它大的数码
个数之和，即算出排列中每个元素的逆序数，
这每个元素的逆序数之总和即为所求排列的逆
序数.

方法2

例1     求排列32514的逆序数.

解 在排列32514中,

3排在首位,逆序数为0;

2的前面比2大的数只有一个3,故逆序数为1;



3  2  5  1  4
0 1 0 3 1

于是排列32514的逆序数为

13010 t .5

5的前面没有比5大的数,其逆序数为0;

1的前面比1大的数有3个,故逆序数为3;

4的前面比4大的数有1个,故逆序数为1;



例2     计算下列排列的逆序数，并讨论它们的奇
偶性.

  2179863541

解 453689712

544310010

t

18

此排列为偶排列.

5 4 0100134 



     321212  nnn

解

12 
  ,

2
1


nn

当                          时为偶排列；14,4  kkn

当                               时为奇排列.34,24  kkn

 1 nt  2 n

   32121  nnn
   1n

  
 2n



           kkkkkk 132322212123  

解

0t
    kkk





2

1112 ,2k

当      为偶数时，排列为偶排列，k

当      为奇数时，排列为奇排列.k

1 1 2     kkk  112 

          kkkkkk 13232221212  


0


1


1


2


2  

k



2   排列具有奇偶性.

3   计算排列逆序数常用的方法有2 种.

1   个不同的元素的所有排列种数为n !.n

三、小结



分别用两种方法求排列16352487的逆序数.



思考题解答

解 用方法1

1   6  3   5   2   4   8   7 

用方法2

01012130 t 8

由前向后求每个数的逆序数.

.810231100 t



• 习题一：2

作业



重点：1、n阶行列式展开特征
            2、三角形行列式和对角行列式的计算



一、概念的引入

三阶行列式

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

D  322113312312332211 aaaaaaaaa 

332112322311312213 aaaaaaaaa 

说明

（1）三阶行列式共有    项，即     项．6 !3
（2）每项都是位于不同行不同列的三个元素的
乘积．



（3）每项的正负号都取决于位于不同行不同列
  的三个元素的下标排列．

例如 322113 aaa 列标排列的逆序数为

  ,211312 t

322311 aaa 列标排列的逆序数为

  ,101132 t

偶排列

奇排列

正号

,负号

.)1(
321 321

333231

232221

131211

  ppp
t aaa

aaa
aaa
aaa



二、n阶行列式的定义

nnnn

n

n

nppp
t

aaa

aaa
aaa

D

aaa

n
nn

n









21

22221

11211

21

2

.)1(
21





记作

的代数和

个元素的乘积取自不同行不同列的

阶行列式等于所有个数组成的由定义

).det( ija简记作 的元素．称为行列式数 )det( ijij aa



为这个排列的逆序数．

的一个排列，，，，为自然数其中

t
nppp n  2121

   
n

n

n
nppp

ppp

pppt

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa
aaa

D












21

21

21
21

21

22221

11211

1 





说明

1、行列式是一种特定的算式，它是根据求解方
程个数和未知量个数相同的一次方程组的需要而
定义的;

2、      阶行列式是     项的代数和;n !n

3、     阶行列式的每项都是位于不同行、不同
列    个元素的乘积;

n
n

4、  一阶行列式            不要与绝对值记号相混淆;aa 

5、                          的符号为nnppp aaa 
21 21   .1 t



例1　计算对角行列式

0004
0030
0200
1000

分析

展开式中项的一般形式是 4321 4321 pppp aaaa

41 p若 ,0
11  pa

从而这个项为零，

所以    只能等于   , 1p 4

同理可得 1,2,3 432  ppp

解



0004
0030
0200
1000

    43211 4321  t .24

即行列式中不为零的项为 .aaaa 41322314

例2    计算上三角行列式

nn

n

n

a

aa
aaa







00

0 222

11211



分析

展开式中项的一般形式是 .
21 21 nnppp aaa 

,npn  ,11  npn ,1,2,3 123  ppnpn 

所以不为零的项只有 .2211 nnaaa 

nn

n

n

a

aa
aaa







00

0 222

11211

    
nn

nt aaa 
2211

121

.2211 nnaaa 

解



例3 ?

8000
6500
1240
4321

D

44332211

8000
6500
1240
4321

aaaaD  .1608541 



同理可得下三角行列式

nnnnn aaaa

aa
a






321

2221

11

00
000

.2211 nnaaa 



n





2

1

 
 

.1 212
1

n

nn
 




;21 n 

n





2

1

例4  证明对角行列式



n





2

1

    
11,21

2111 nnn
nnt aaa 




 
 

.1 212
1

n

nn
 




证明 第一式是显然的,下面证第二式.

若记 ,1,  inii a 则依行列式定义

1

1,2

1

n

n

n

a

a
a




证毕



例5 设

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

D







21

22221

11211

1 

nn
n

n
n

n

n
n

n
n

ababa

baaba
babaa

D







2
2

1
1

2
22221

1
1

1
1211

2









证明 .21 DD 

证 由行列式定义有



   
n

n

n
nppp

ppp

pppt

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa
aaa

D 










21

21

21
21

21

22221

11211

1 1 

nn
n

n
n

n

n
n

n
n

ababa

baaba
babaa

D







2
2

1
1

2
22221

1
1

1
1211

2









       n
n

n

n pppn
nppp

ppp

pppt baaa   



  21

21

21

21 21
211



由于 ,2121 nppp n  

 所以

    .1 2211 21

21

21 DaaaD
n

n

n
nppp

ppp

pppt   




       n
n

n

n pppn
nppp

ppp

pppt baaaD   



  21

21

21

21 21
212 1

   
n

n

n
nppp

ppp

pppt aaa 



21

21

21
211 

故



1 、行列式是一种特定的算式，它是根据求解
方程个数和未知量个数相同的一次方程组的需
要而定义的.

2、      阶行列式共有     项，每项都是位于不同
行、不同列 的   个元素的乘积,正负号由下标排
列的逆序数决定.

n
n

!n

三、小结



已知  

1211
123
111

211

x
x

x
x

xf




.3 的系数求 x



思考题解答

解 含     的项有两项,即3x

 

1211
123
111

211

x
x

x
x

xf




对应于

   
43342211

12341 aaaat  443322111 aaaat



  ,1 3
44332211 xaaaat 

    3
43342211

1234 21 xaaaat 

.13 的系数为故 x



第 四节     行列式的计算
                         ----行列式的性质

一、行列式的性质

二、 应用举例

三、内容小结

重点：1、行列式的性质
            2、行列式展开



一、行列式的性质

  行列式与它的转置行列式相等.

行列式      称为行列式      的转置行列式.    TD D

记

nna

a
a


22

11





n

n

a
aa

2

112




21

21

nn aa

a
D 




2

121

n

n

a
aa




nn aa

a

21

12TD

nna

a
a


22

11



证明  的转置行列式记 ijaD det

,

21

22221

11211

nnnn

n

n

T

bbb

bbb
bbb

D









 ,,,2,1, njiab ijij 即 按定义

    .11 2121 2121   nppp
t

nppp
tT

nn
aaabbbD 

  又因为行列式D可表示为

  .1 21 21  nppp
t

n
aaaD 



故 .TDD  证毕

  互换行列式的两行（列）,行列式变号.

设行列式

,

21

22221

11211

1

nnnn

n

n

bbb

bbb
bbb

D









说明    行列式中行与列具有同等的地位,因此行列
式的性质凡是对行成立的对列也同样成立.

是由行列式                      变换       两行得到的, ijaD det ji,



于是  
nji npjpipp

t bbbbD 
111 1 

 
nji npjpipp

t aaaa 
111 

  ,1
11 nij npjpipp

t aaaa  

,1 为自然排列其中 nji 
.1 的逆序数为排列 nji ppppt 

,11 tpppp nji 的逆序数为设排列  则有

即当             时,jik , ;kpkp ab  当             时,jik ,

,, ipjpjpip abab 



例如

推论  如果行列式有两行（列）完全相同，则
此行列式为零.

证明 互换相同的两行，有              
.0 D

,DD 

    ,11 1tt 

故   .1
1

1
11 DaaaaD

nij npjpipp
t    证毕

,
571571

266
853

.
8
2
5

8
2
5


3
6
1

5
6
7

5
6
7

3
6
1

266
853



  行列式的某一行（列）中所有的元素都
乘以同一数   ，等于用数   乘此行列式.k k

nnnn

inii

n

aaa

kakaka

aaa









21

21

11211

nnnn

inii

n

aaa

aaa

aaa

k









21

21

11211



　行列式的某一行（列）中所有元素的公因
子可以提到行列式符号的外面．



性质４　行列式中如果有两行（列）元素成比
例，则此行列式为零．

证明

nnnn

inii

inii

n

aaa

kakaka

aaa

aaa












21

21

21

11211

nnnn

inii

inii

n

aaa

aaa

aaa

aaa

k












21

21

21

11211

 .0



性质5　若行列式的某一列（行）的元素都是两
数之和.

nnnininn

nii

nii

aaaaa

aaaaa
aaaaa

D







)(

)(
)(

21

2222221

1111211









则D等于下列两个行列式之和：

nnnin

ni

ni

nnnin

ni

ni

aaa

aaa
aaa

aaa

aaa
aaa

D




















1

2221

1111

1

2221

1111

例如



正确

错误

A

B

提交

1 2 1 2
3 4 3 4

a b a b
c d c d
 

 
  是否正确？

投票 最多可选1项



1 2 1 2
3 4 3 4 3 4

1 2 1 2
3 4 3 4

a b a b
c d c d c d

a b a b
c d c d

 
 

     

   



性质６　把行列式的某一列（行）的各元素乘以
同一数然后加到另一列(行)对应的元素上去，行
列式不变．

njnjnin

jji

nji

aaaa

aaaa
aaaa







1

22221

11111

njnjnjnin

jjji

njji

ji

aakaaa

aakaaa
aakaaa

krr







)(

)(
)(

1

222221

111111








k
例如



下列哪种利用上述性质6的运算是正确的？

A

D

提交

单选题 1分



例１

2101044
614753
12402
59733

13211








D

二、应用举例

计算行列式常用方法：利用运算　　　把行列式
化为上三角形行列式，从而算得行列式的值．

ji krr 

3




2101044
614753
12402
59733

13211








D

3


解

2101044
614753
12402
20100

13211

3 12








 rr



2101044
614753
14020
20100

13211









2101044
614753
12402
20100

13211

3 12








 rr

 2



 3

12 2rr 

  4





42 rr 

22200
20100
14020

35120
13211










22200
35120
14020
20100

13211











14 4rr 
13 3rr 



22200
01000
21100
35120
13211








34 rr 

22200
20100

21100
35120
13211








23 rr 



 2





60000
01000
21100
35120
13211







    612 45 4rr 
.12

64000
01000
21100
35120
13211







35 2rr 

4




-1

1

A

B

提交

1 1 1 1
1 2 3 4 1 3 6 10
1

2. 

4 10 20

D 例

投票 最多可选1项



1 1 1 1
1 2 3 4 1 3 6 10
1

2. 

4 10 20

D 例

4 3
3 2

2 1

4 3
3 2 4 3

r r
r r

r r

r r
r r r r

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 0 1 2 3 1 3 6 10 0 1 3 6
1 4 10 20 0 1 4 10

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 0 1 2 3          10 0 1 3 0 0 1 3
0 0 1 4 0 0 0 1

 D






 

 

  

解：



3 1 1 2
5 1 3 4 2 0 1 13

1 5 3 3

D


 


 

计算例

2 1
1 2 4 1

r r
c c r 5r

1 3 1 2 1 3 1 2
1 5 3 4 0 8 4 6
0 2 1 1 0 2 1 1
5 1 3 3 0 16 2 7

 D


 
 

      
 

  

解

4 3
2 3

3 2
4 2

5r rr r 4

r 4r
r 8r 5

2

1 3 1 2 1 3 1 2
0 2 1 1 0 2 1 1 400 0 8 10 0 0 8 10
0 0 10 15 0 0 0






 
   
 





3 1 1 1
1 3 1 1 1 1 3 1
1 1 1 3

D 例 算4 计

2 1
1 2 3 4 3 1

4 1

r r
r +r r +r r r

r r

6 6 6 6 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 1 1 1 3 1 1 0 2 0 06 6 481 1 3 1 1 1 3 1 0 0 2 0
1 1 1 3 1 1 1 0

 

3 0 0 2

D


 


   解



abbb
babb
bbab
bbba

D 

abbba
babba
bbaba
bbbba

D

3
3
3
3








abb
bab
bba
bbb

ba

1
1
1
1

)3( 

例5：计算四阶行列式

• 解：将第2、3、4列元素乘1加到第1列上。



3))(3(

000
000
000

1

)3( baba

ba
ba

ba
bbb

ba 







• 第一行元素乘（-1）加到第2、3、4行上。



1111
1111
1111
1111





D

8

2000
0200
0020
1111







D

例6：计算四阶行列式

• 解：第一行乘（-1）加到第二、三、四行



 2 3 2 4 3 2
3 4 3 5 4 3

计例 算7
           
     

a b c d
a a b a b c a b c dD a a b a b c a b c d
a a b a b c a b c d

4 3
3 2

2 1

r r
r r

r r

0 02 3 2
0

 0

a b c d
a a b a b cD a a b a b c
a a b a b c






     
  

解



                                       (行列式中行与列具有同
等的地位,行列式的性质凡是对行成立的对列也
同样成立).

         计算行列式常用方法：(1)利用定义;(2)利用
性质把行列式化为上三角形行列式，从而算得行
列式的值．

三、小结

行列式的6个性质



思考题

阶行列式计算4

111

111

111

111

2
2

2
2

2
2

2
2

d
d

d
d

c
c

c
c

b
b

b
b

a
a

a
a

D









  1abcd已知



思考题解答

解

11

11

11

11

2

2

2

2

d
dd

c
cc

b
bb

a
aa

D 

111

111

111

111

2

2

2

2

d
d

d

c
c

c

b
b

b

a
a

a





dd
d

cc
c

bb
b

aa
a

abcd

111

111

111

111

2

2

2

2

  

dd
d

cc
c

bb
b

aa
a

111

111

111

111

1

2

2

2

2

3

.0



作业

• 习题一

• 4:1、2、5、6
• 5
• 8：2





第 五节     行列式的计算
                     -----行列式按行(列)展开

一、余子式与代数余子式

二、 行列式按行(列)展开法则

三、内容小结

重点：行列式降阶



,312213332112322311

322113312312332211

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa





333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

例如

 3223332211 aaaaa   3321312312 aaaaa 
 3122322113 aaaaa 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a 

一、余子式与代数余子式



在    阶行列式中，把元素      所在的第    行和第    
列划去后，留下来的            阶行列式叫做元素      
的余子式，记作

n ija i j
1n ija

.M ij

  ，记 ij
ji

ij MA  1 叫做元素       的代数余子式．ija

例如

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

D 
444241

343231

141211

23

aaa
aaa
aaa

M 

  23
32

23 1 MA  .23M



,

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

D  ,

444341

343331

242321

12

aaa
aaa
aaa

M 

  12
21

12 1 MA  .12M

,

333231

232221

131211

44

aaa
aaa
aaa

M    .1 4444
44

44 MMA  

.个代数余子式

对应着一个余子式和一行列式的每个元素分别



9；-9

-9；9

-36；36

36；-36

A

B

C

D

提交

542
303

241





D 此行列式中元素4的余子式

和代数余子式分别是（          ）

单选题 1分



定理３  行列式等于它的任一行（列）的各元
素与其对应的代数余子式乘积之和，即

ininiiii AaAaAaD  2211  ni ,,2,1 

二、行列式按行（列）展开法则



例1. 计算三阶行列式

542
303

241





D

解：

54
30

1


 )4(
52
33




2
42
03



12 36 24 .72

D=



还可看出

232322222121 AaAaAa 

3
54
24

0
52
21


)3(

42
41




+ 0= 84 12 =72 =D,

333332323131 AaAaAa 

2
30

24



4

33
21


5
03
41 

+36= 24 +60 =72 =D,



313121211111 AaAaAa 

 1
54
30 

3
54
24

2
30

24




+84= 12 24 =72 =D .

以及



第二行

第二列

第一行

第三行

A

B

C

D

提交

单选题 1分



例2    计算行列式

277
010
353




D

解

27
01

)1(3 11 
 D

.272106 

按第一行展开，得

27
00

)1()5( 21

77
10

)1(3 31 
 

注意到第二行零元素较多，按第二行展开，得

23
22

21 0
27
33

)1)(1(0 AAD 


 

.270270 

注意，当行列式某一行有多个0元素时，展开结果简单.



例3：

0 1 0 4
2 1 0 2
1 2 3 2
0 2 0 1

3 3

0 1 4
( 1) 3 2 1 2

0 2 1
D   1 2 1 4

( 1) 2 3
2 1

  

( 6) ( 7) 42    

解



说明：

           计算行列式时，直接利用拉普拉斯定
理展开行列式，通常并不能减少计算量，
除非某一行（列）含有较多的零元，因此
计算行列式时，应先运用行列式性质，将
某一行（列）尽可能多得化为零，然后使
用行列式的展开。



例4

3351
1102
4315

2113







D

0355
0100
13111

1115






  31 2 cc 

34 cc 

055
1111

115
)1( 33


 

055
026
115




55
26

)1( 31




  .40

12 rr 



05320
04140
01320
25271
02135






D例5   计算行列式

解

05320
04140
01320
25271
02135






D



660
270
132

10 


  
66
27

210




  .1080124220 

532
414
132

52 


 2 5

5 3 1 2
0 2 3 1

1 2
0 4 1 4
0 2 3 5






  
 

13 rr 

  12 2 rr 



 证 用数学归纳法

21
2

11
xx

D  12 xx  ,)(
12





ji

ji xx

）式成立．时（当 12 n

例6 证明范德蒙德(Vandermonde)行列式







1

11
2

1
1

22
2

2
1

21

).(

111

jin
ji

n
n

nn

n

n

n xx

xxx

xxx
xxx

D








)1(



，阶范德蒙德行列式成立）对于假设（ 11 n

)()()(0

)()()(0
0

1111

1
2

13
2

312
2

2

1133122

11312

xxxxxxxxx

xxxxxxxxx
xxxxxx

D

n
n
n

nn

nn

n

n








 






就有

提出，因子列展开，并把每列的公按第 )(1 1xx i 



)()())((
2

11312 j
jin

inn xxxxxxxxD  




).(
1

j
jin

i xx  


22
3

2
2

32
11312

111

)())((





n
n

nn

n
n

xxx

xxx
xxxxxx









 n-1阶范德蒙德行列式



推论  行列式任一行（列）的元素与另一行（列）
的对应元素的代数余子式乘积之和等于零，即

.ji,AaAaAa jninjiji  02211 



A

B

C

D

提交

• 例：设

则下式中（   ）是正确的。
02211  ininiiii AaAaAa 

02211  njnjjjjj AaAaAa 

DAaAaAa ininiiii  2211

DAaAaAa njnjjjjj  2211

单选题 1分



  

到现在为止,我们已能计算任意阶的行列式.

行列式的计算是我们这一章的重点,也是同学们必

须掌握的基本技能.

行列式有以下三种计算方法:



行列式时,应根据实际情况灵活选择计算方法.

在这三种方法中, 主要用于理论分析,

很少用来计算具体的行列式,但对于低阶行列式

(如二阶、三阶)或有很多零元素的高阶行列式,

有时也可用此方法来计算;  适用于行列式

的阶不确定的高阶行列式的计算; 主要用

于阶为已知的高阶行列式的计算.当然在计算一个



　　一般计算　利用行列式的性质，采用“化零”
的方法，逐步将所给行列式化为三角形行列式．
化零时一般尽量选含有１的行（列）及含零较多
的行（列）；若没有１，则可适当选取便于化零
的数，或利用行列式性质将某行（列）中的某数
化为1；若所给行列式中元素间具有某些特点，则
应充分利用这些特点，应用行列式性质，以达到
化为三角形行列式之目的．



　利用范德蒙行列式计算

例４　计算

　　利用范德蒙行列式计算行列式，应根据范德
蒙行列式的特点，将所给行列式化为范德蒙行列
式，然后根据范德蒙行列式计算出结果。

.333
222
111

2

2

2

nnn

D

n

n

n

n












，于是得到增至幂次数便从

则方若提取各行的公因子，递升至而是由

变到序排列，但不是从次数自左至右按递升次

方幂数的不同方幂中各行元素分别是一个

10
.1,1

0

,





n
nn

Dn解

.

1

3331
2221
1111

!

12

12

12

nnn

nD

n

n

n

n


















　　上面等式右端行列式为n阶范德蒙行列式，由
范德蒙行列式知

!.1!2)!2()!1(!

)]1([)2()24)(23(

)1()13)(12(!

)(!
1













 


nnn

nnn

nn

xxnD
jin

jin



　　评注　本题所给行列式各行（列）都是某元
素的不同方幂，而其方幂次数或其排列与范德蒙
行列式不完全相同，需要利用行列式的性质（如
提取公因子、调换各行（列）的次序等）将此行
列式化成范德蒙行列式．



，得提取公因子

行中行，并从第行都加到第、、的第将

dcba
D



114324

　用降阶法计算

例６　计算

.4

abcd
badc
cdab
dcba

D 

解



,

1111

)(4

abcd
badc
cdab

dcbaD 

列，得列都减去第、、再将第 1432

,

0001

)(4

dadbdcd
cbcacdc
bcbdbab

dcbaD









行展开，得按第1

.)(4

dadbdc
cbcacd
bcbdba

dcbaD






，得中提取公因子

行行，再从第行加到第把上面右端行列式第

dcba 

112

,
011

))((

dadbdc
cbcacd

dcbadcbaD




４



列，得列减去第再将第 12

行展开，得按第1

])()([))(( 22 cbdadcbadcba 

))((
))((
dcbadcba

dcbadcba




,
001

))((4

dacbdc
cbdacd

dcbadcbaD






dacb
cbda

dcbadcbaD



 ))((４



　　评注　本题是利用行列式的性质将所给行列
式的某行（列）化成只含有一个非零元素，然后
按此行（列）展开，每展开一次，行列式的阶数
可降低 1阶，如此继续进行，直到行列式能直接
计算出来为止（一般展开成二阶行列式）．这种
方法对阶数不高的数字行列式比较适用．



　　计算行列式的方法比较灵活，同一行列式可
以有多种计算方法；有的行列式计算需要几种方
法综合应用．在计算时，首先要仔细考察行列式
在构造上的特点，利用行列式的性质对它进行变
换后，再考察它是否能用常用的几种方法．

小结



        1.  行列式按行（列）展开法则是把高阶行列
式的计算化为低阶行列式计算的重要工具. 









 ;,0

,,
.2

1 ji
jiD

DAa ij

n

k
kjki

当

当










 ;,0

,,

1 ji
jiD

DAa ij

n

k
jkik

当

当










.,0

,1
ji
ji

ij
当

，当
其中

三、内容小结



        1.  行列式按行（列）展开法则是把高阶行列
式的计算化为低阶行列式计算的重要工具. 









 ;,0

,,
.2

1 ji
jiD

DAa ij

n

k
kjki

当

当










 ;,0

,,

1 ji
jiD

DAa ij

n

k
jkik

当

当










.,0

,1
ji
ji

ij
当

，当
其中

三、小结



思考题

阶行列式设n

n

n

Dn








001

0301
0021

321



求第一行各元素的代数余子式之和

.11211 nAAA  



思考题解答

解 第一行各元素的代数余子式之和可以表示成

nAAA 11211  

n






001

0301
0021
1111

 .11!
2









 



n

j j
n



作业

• 习题一

• 6:3、5
• 8:4



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

设线性方程组

,,,, 21 不全为零若常数项 nbbb  则称此方程组为非

 齐次线性方程组; ,,,, 21 全为零若常数项 nbbb 

此时称方程组为齐次线性方程组.

非齐次与齐次线性方程组的概念



一、克拉默法则

如果线性方程组

)1(

2211

22222121

11212111















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







的系数行列式不等于零，即

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

D







21

22221

11211

 0



.
D
Dx,,

D
Dx,

D
Dx,

D
Dx n

n  2
3

2
2

1
1

其中     是把系数行列式     中第   列的元素用方程
组右端的常数项代替后所得到的    阶行列式，即

jD D j
n

nnj,nnj,nn

nj,j,

j

aabaa

aabaa
D






111

11111111







那么线性方程组     有解，并且解是唯一的，解
可以表为

 1



证明

 
 

 














njnnjnnnnn

jjnn

jjnn

AbAxaxaxa

AbAxaxaxa
AbAxaxaxa







2211

2222222121

1111212111

  得个方程的依次乘方程组

列元素的代数余子式中第用

,1

,,, 21

n

AAAjD njjj 

在把     个方程依次相加，得n



,
1

11
1

1
1






































n

k
kjk

n

n

k
kjknj

n

k
kjkj

n

k
kjk

Ab

xAaxAaxAa 

由代数余子式的性质可知,

 .,,2,1 njDDx jj 

.
D
Dx,,

D
Dx,

D
Dx,

D
Dx n

n  2
3

2
2

1
1

,Dx j的系数等于上式中

  ;0的系数均为而其余 jixi  .jD又等式右端为

于是  2

当           时,方程组      有唯一的一个解0D  2



由于方程组      与方程组       等价, 2  1 故

.
D
Dx,,

D
Dx,

D
Dx,

D
Dx n

n  2
3

2
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1
1

也是方程组的      解. 1



二、重要定理

定理1    如果线性方程组  的系数行列式         
则   一定有解,且解是唯一的 .

 1
 1

,0D

定理2    如果线性方程组   无解或有两个不同的
解，则它的系数行列式必为零.

 1



齐次线性方程组的相关定理

 2
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定理　 如果齐次线性方程组   的系数行列式                     
      则齐次线性方程组    没有非零解.0D

 2
 2



定理　 如果齐次线性方程组                        
    

 2 有非零解,则它

的系数行列式必为零.


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有非零解.

系数行列式 0D



例1   用克拉默则解方程组
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例2   用克拉默法则解方程组
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例3  问    取何值时，齐次方程组
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有非零解？
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解



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
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
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D
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
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
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


101
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          3121431 3

    3121 23  

齐次方程组有非零解，则 0D

所以                       或           时齐次方程组有非零解.20   , 3



1. 用克拉默法则解方程组的两个条件

(1)方程个数等于未知量个数;

(2)系数行列式不等于零.

2. 克拉默法则建立了线性方程组的解和已知的系
数与常数项之间的关系.它主要适用于理论推导.

三、小结



思考题

当线性方程组的系数行列式为零时,能否用克拉默
法则解方程组?为什么?此时方程组的解为何?



思考题解答

不能,此时方程组的解为无解或有无穷多解.



第一章     行列式

一、主要内容

二、典型例题

三、测试题





　　把  个不同的元素排成一列，叫做这  个元
素的全排列（或排列）．

n n

　　　个不同的元素的所有排列的种数用  表示，
且　　　．          

n
nP

!nPn 



　　逆序数为奇数的排列称为奇排列，逆序数为
偶数的排列称为偶排列．

　　在一个排列               中，若数     ，
则称这两个数组成一个逆序．

 nst iiiii 21 st ii 

　　一个排列中所有逆序的总数称为此排列的逆
序数．



　　分别计算出排列中每个元素前面比它大的数
码个数之和，即算出排列中每个元素的逆序数，
每个元素的逆序数之总和即为所求排列的逆序数．

方法2

方法1

　　分别计算出排在             前面比它大的
数码之和，即分别算出             这  个元素
的逆序数，这　 个元素的逆序数之总和即为所求
排列的逆序数．

n,n,,, 121 
n,n,,, 121  n

n



定义　　　在排列中，将任意两个元素对调，其余元
素不动，称为一次对换．将相邻两个元素对调，
叫做相邻对换．

定理　　　一个排列中的任意两个元素对换，排列改
变奇偶性．

推论 奇排列调成标准排列的对换次数为奇数，
偶排列调成标准排列的对换次数为偶数．
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1 
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列取和

的所有排表示对个排列的逆序数

为这的一个排列为自然数其中

n
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ppp
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n









.

,)1(

21

21 21
21

的逆序数为行标排列其中

亦可定义为阶行列式

pppt

aaaD

Dn
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nppp
ppp

t
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n





 



.  ,

)()4
.

,)()3

.),()2

.DD,1) T

乘此行列式等于用数一数

中所有的元素都乘以同列行列式的某一行

等于零

则此行列式完全相同列如果行列式有两行

行列式变号列互换行列式的两行

即式相等行列式与它的转置行列

kk





., )( 

, )( )8
.

, )( )7
.

, )( )6
.

 )( )5

行列式的值不变对应的元素上去行后加到另一列

然的各元素乘以同一数行把行列式的某一列

式之和此行列式等于两个行列

则的元素都是两数之和行若行列式的某一列

式为零

则此行列元素成比例列行列式中如果有两行

提到行列式符号的外面

以的所有元素的公因子可列行列式中某一行



１）余子式与代数余子式

.

,)1(

1  

的代数余子式叫做元素

；记的余子式，记作

阶行列式叫做元素列划去后，留下来的

行和第所在的第阶行列式中，把元素在
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


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２）关于代数余子式的重要性质
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


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
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当
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22222121

11212111

所得到的行列式，换成常数项

列中第）是把系数行列式（其中

那么它有唯一解的系数行列式

如果线性方程组

２ bbb

jDnjD
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
























克拉默法则的理论价值
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2211

22222121

11212111

唯一那么它一定有解，且解的系数行列式

如果线性方程组















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.
          

必为零解，则它的系数行列式

解或有两个不同的如果上述线性方程组无定理

定理
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那么它没有非零解的系数行列式

如果齐次线性方程组

















D
xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

nnnnn

nn

nn







.
            

它的系数行列式必为零

组有非零解，则如果上述齐次线性方程

定理

定理



一、计算排列的逆序数

二、计算（证明）行列式

三、克拉默法则



　　分别算出排列中每个元素前面比它大的数码之
和，即算出排列中每个元素的逆序数．

       
  ., 1

3232221212     

并讨论奇偶性的逆序数

求排列

kk

kkkk



 

解

例１

;0,2 故逆序数为排在首位k
;1),2(11 故逆序数为大的数有一个的前面比 k

;1
),2()12()12(         

逆序数为

故大的数有一个的前面比 kkk 



;2
),12,2(22        

数为

故逆序大的数有两个的前面比 kk

;2),1
2,2(2222        

故逆序数为

大的数有两个的前面比  kkkk

        

;1),2,
,12,2(111        





kk
kkkkk

故逆序数为

个大的数有的前面比



;1),2,
,12,2(111        





kk
kkkkk

故逆序数为

个大的数有的前面比



;
),1,,12,2(        

k
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故逆序数为

个大的数有的前面比  



    kkkt  1122110 

    kkk





2
1112

2k

当      为偶数时，排列为偶排列，k

当      为奇数时，排列为奇排列．k

于是排列的逆序数为



１　用定义计算（证明）

例２　用行列式定义计算
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的非零元素分别得到

行可能中第那么，由

行的元素分别为中第设
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在上述可能取的代码中因为



　　评注　本例是从一般项入手，将行标按标准
顺序排列，讨论列标的所有可能取到的值，并注
意每一项的符号，这是用定义计算行列式的一般
方法．
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2 于零还多，则此行列式必等

素比阶行列式中等于零的元如果一个
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例３　设
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证明 由行列式的定义有
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,212 nppp n  １而

.)1( 1212 21
DaaaD ppp nn

t   所以　　

　　评注　本题证明两个行列式相等，即证明两
点，一是两个行列式有完全相同的项，二是每一
项所带的符号相同．这也是用定义证明两个行列
式相等的常用方法．



２　利用范德蒙行列式计算

例４　计算

　　利用范德蒙行列式计算行列式，应根据范德
蒙行列式的特点，将所给行列式化为范德蒙行列
式，然后根据范德蒙行列式计算出结果。
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，于是得到增至幂次数便从

则方若提取各行的公因子，递升至而是由

变到序排列，但不是从次数自左至右按递升次

方幂数的不同方幂中各行元素分别是一个
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　　上面等式右端行列式为n阶范德蒙行列式，由
范德蒙行列式知
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　　评注　本题所给行列式各行（列）都是某元
素的不同方幂，而其方幂次数或其排列与范德蒙
行列式不完全相同，需要利用行列式的性质（如
提取公因子、调换各行（列）的次序等）将此行
列式化成范德蒙行列式．



３　用化三角形行列式计算

例５　计算
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







提取第一列的公因子，得

.

1

1
1
1

)(

32

2

2

21

1
1

xaa

axa
aax
aaa

axD n

n

n

n

i
in













后一列，得

倍加到最列的将第列，倍加到第

列的列，将第倍加到第列的将第

２ )(1,3)(

12)(1 1

aa

a

n







.)()(
11

 


n

i
i

n

i
i axax

axaaaa

axaa
ax

axD

n

n

i
in


















2312

212

1

1
1

1

01
001
0001

)(



　　评注　本题利用行列式的性质，采用“化零”
的方法，逐步将所给行列式化为三角形行列式．
化零时一般尽量选含有１的行（列）及含零较多
的行（列）；若没有１，则可适当选取便于化零
的数，或利用行列式性质将某行（列）中的某数
化为1；若所给行列式中元素间具有某些特点，则
应充分利用这些特点，应用行列式性质，以达到
化为三角形行列式之目的．



，得提取公因子

行中行，并从第行都加到第、、的第将

dcba
D



114324

４　用降阶法计算

例６　计算

.4

abcd
badc
cdab
dcba

D 

解



,

1111

)(4

abcd
badc
cdab

dcbaD 

列，得列都减去第、、再将第 1432

,

0001

)(4

dadbdcd
cbcacdc
bcbdbab

dcbaD









行展开，得按第1

.)(4

dadbdc
cbcacd
bcbdba

dcbaD






，得中提取公因子

行行，再从第行加到第把上面右端行列式第

dcba 

112

,
011

))((

dadbdc
cbcacd

dcbadcbaD




４



列，得列减去第再将第 12

行展开，得按第1

])()([))(( 22 cbdadcbadcba 

))((
))((
dcbadcba

dcbadcba




,
001

))((4

dacbdc
cbdacd

dcbadcbaD






dacb
cbda

dcbadcbaD



 ))((４



　　评注　本题是利用行列式的性质将所给行列
式的某行（列）化成只含有一个非零元素，然后
按此行（列）展开，每展开一次，行列式的阶数
可降低 1阶，如此继续进行，直到行列式能直接
计算出来为止（一般展开成二阶行列式）．这种
方法对阶数不高的数字行列式比较适用．



５　用拆成行列式之和（积）计算

例７　证明

.0
2sin)sin()sin(

)sin(2sin)sin(
)sin()sin(2sin










证

.0
000

sinsinsin
coscoscos

0cossin
0cossin
0cossin

 






左边



６　用递推法计算

例８　计算

.2

1

xaaa

axaa
aaxa

D

n

n














解 拆成两个行列式之和列把依第 Dn n



aaaa
axaaa

aaxaa
aaaxa

D
n

n








1

2

1








.
0

0
0

1

2

1

xaaa
xaaa

axaa
aaxa

n

n

















.1121 DxaxxxD nnnn   从而

得列展开

第右端的第二个行列式按列加到第

倍分别列的将第右端的第一个行列式

,
,1,,2,1

)1(,        
nn

n






,

000
00

00
00

1

1

2

1

Dx

a
ax

ax
ax

D nn

n

n 














由此递推，得

.

,

21

22121

212211

Dxx
xaxxxaxxxD

DxaxxxD

nnn

nnnn

nnnn














１

于是

如此继续下去，可得

Dxxxxxaxx
xaxxxaxxxD

nnn

nnnn

231421

22121









 １



)( 212131

421

22121

xxxaxaxxx

xxaxx
xaxxxaxxx

nn

n

nnn













 １

).
(

3231

12121

xxxxxx
xxxaxxx
nn

nn





 

时，还可改写成当 021 xxx n

)].111(1[
21

21
xxx

axxxD
n

nn  



评注

.
1 1 

.1
,1  

       

1

的递推关系列式更低阶行列式之间

阶行，建立比阶更低阶的行列式表示比

用同样形式的阶行列式时，还可以把给定的

有之间的递推关系阶行列式与建立了

阶行列式表示出来用同样形式的行列式

阶质把所给的本题是利用行列式的性　　









nn
Dn

DnD

nD

n

n

nn

n



７　用数学归纳法

例９　证明

.cos
cos21000

1000

00cos210
001cos21
0001cos









n

Dn















证 对阶数n用数学归纳法

.,2,1,

,2cos1cos2
2cos1

1cos
,cos       

2
2

1

结论成立时当所以

因为







nn

D

D







得展开

按最后一行现将的行列式也成立于阶数等于

下证对的行列式结论成立假设对阶数小于

,
.

,

Dn

n

n

.cos2 21 DDD nnn   



,)2cos(           
,)1cos(      ,

2

1













nD
nD

n

n由归纳假设

;cos

)2cos(])2cos([cos
)2cos()1cos(cos2






n

nnn
nnDn






.结论成立所以对一切自然数n



评注

.
,)1(1

,)(,

,      

2

1

同型的行列式是与

不否则所得的低阶行列式展开列或第行按第

不能展开列或第行本例必须按第表示

展开成能用其同型的为了将

D

nnD

DD

n

n

nn





.
,,.

,

,,

其猜想结果成立然后用数学归纳法证明

也可先猜想其结果如果未告诉结果纳法来证明

可考虑用数学归结论时证明是与自然数有关的

而要我们当行列式已告诉其结果一般来讲



　　计算行列式的方法比较灵活，同一行列式可
以有多种计算方法；有的行列式计算需要几种方
法综合应用．在计算时，首先要仔细考察行列式
在构造上的特点，利用行列式的性质对它进行变
换后，再考察它是否能用常用的几种方法．

小结



　　当线性方程组方程个数与未知数个数相等、
且系数行列式不等于零时，可用克莱姆法则．为
了避免在计算中出现分数，可对有的方程乘以适
当整数，把原方程组变成系数及常数项都是整数
的线性方程组后再求解．

.28)3(,3)2(,0)1(            
),(       
 fff
xf 使求一个二次多项式例10



解 设所求的二次多项式为

,)( 2 cbxxaxf 

由题意得

,2839)3(
,324)2(

,0)1(






cbaf
cbaf

cbaf

.,,  的线性方程组数这是一个关于三个未知 cba



.20,60

,40,020

32

1





DD

DD

由克莱姆法则，得

.1,3,2 321 
D
Dc

D
Db

D
Da

于是，所求的多项式为

.132)( 2  xxxf



证

..
0
,0
,0

1,,

),,(

00

00

从而有系数行列式的非零解

可视为齐次线性方程组则

点设所给三条直线交于一必要性














bzaycx
azcybx
czbyax

zyyxx

yxM

.0
0,0,0     

    





cba
baycxacybxcbyax

条件是相交于一点的充分必要

直线证明平面上三条不同的 例11



.0])()()([

))(
2
1(

222 



accbba

cba
bac
acb
cba

（１）











baycx
acybx
cbyax

,
,

.0,
,,,        

 cba
cba

故同

也不全相所以因为三条直线互不相同

将方程组如果充分性 ,0     cba



.
.00

,
,

唯一解下证此方程组（２）有

（２）

到第三个方程，得的第一、二两个方程加











acybx
cbyax

.00)(
2)]([)(

00

22

222

22







accaac
cacacaaccab

bacbac
cb
ba

，从而有

，于是得

。由，则如果



.)1(

.)2(

.0

.0

0.0,0 2

直线交于一点有唯一解，即三条不同方程组

从而知有唯一解组由克莱姆法则知，方程

故，与题设矛盾得

再由得由不妨设







cb
ba

c

cbabacba



例12　有甲、乙、丙三种化肥，甲种化肥每千
克含氮70克，磷8克，钾2克；乙种化肥每千克含
氮64克，磷10克，钾0.6克；丙种化肥每千克含氮
70克，磷5克，钾1.4克．若把此三种化肥混合，要
求总重量23千克且含磷149克，钾30克，问三种化
肥各需多少千克？

解

题意得方程组

依千克、、各需设甲、乙、丙三种化肥 ３２ ,1 xxx













.304.16.02
,1495108

,23

321

321

321

xxx
xxx

xxx



,
5

27
D此方程组的系数行列式

8127
5
81           321  DDD ，，又

.15,5,3 32  xxx１

组有唯一解由克莱姆法则，此方程

.15
,5,3        

千克

千克千克各需即甲、乙、丙三种化肥



).(40,15
52.1355.1357.1360.13

3020100
:

.)(

00

0000

3
3

2
210

准确到小数两位时水银密度求

由实验测得以下数据

的关系为与温度设水银密度





t
h
t

tatataath

th例13



)1(

.52.132700090030
,55.13800040020
,57.13100010010

,6.13

),(

3210

3210

3210

0
















aaaa
aaaa
aaaa

a

th 得方程组将测得的数据分别代入解

)2(
.008.02700903

,005.0800402
,003.010010

,60.13

321

321

321

0














aaa
aaa
aaa

a 得方程组分别代入其余三个方程将



,12000D此方程组的系数行列式

.0000033.0

,00015.0

,0042.0
)2(,

3

2

1







a

a

a
的唯一解得方程组由克莱姆法则

,04.0,8.1,50 321  DDD又

得将以上四个数代入又 ),(,60.130 tha 



由此得

.0000033.0
00015.00042.060.13)(

3

2

t
ttth





.46.13,56.13,40,15, 00 水银密度分别为时当所以 t

.46.13)40(,56.13)15(  hh



第一章  　　测试题

一、填空题(每小题4分，共40分)

 ijijn aDaaD 则若 , .1





132

213

321

3
321 ,0,, .2

xxx
xxx
xxx

qpxxxxx

列式

则行的三个根是方程设

行列式 .3





10000
00001998
00019970

00200
01000









D



44

33

22

11

00
00
00

00

 .4

ab
ab
ba

ba

四阶行列式







44342414

4 , .5

AAAA
cdba
acbd
adbc
dcba

D

则

设四阶行列式

的符号为在五阶行列式中 3524415312 .6 aaaaa

  的系数是中在函数 3

21

112
 .7 x

x
xxx

x
xf 













abcd
badc
cdab
dcba

四阶行列式 .8

,,, .9 时且则当为实数若  baba

0
101

0
0




 ab
ba



二、计算下列行列式(每小题9分，共18分)．

01122
10321
01132
22113
13211

 .1 5






D

.
 .10

121

121

iiii
iiii

nn

nn






 次对换后变为排列可经排列



xzzz

yxzz
yyxz
yyyx

Dn








 .2

齐次方程组取何值问 ,,












02
0
0

321

321

321

xxx
xxx
xxx





有非零解？

三、解答题(9
分)．



四、证明(每小题8分，共24分)．

     
     
     
     

;0
321
321
321
321

 .1

2222

2222

2222

2222








dddd
cccc
bbbb
aaaa









cos21
1cos21

1
1

1cos21
1cos2

 .2



nD

 
;

sin
1sin





n



用数学归纳法证明 .3

n
n

nnn

n
n

nnn

n

n

n

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

D









321

22
3

2
2

2
1

22
3

2
2

2
1

321

1111





     2,
1

21 


nxxxxx ji
nij

n



五、(9分) 设  行列式n

n

n

Dn








001

0301
0021

321



求第一行各元素的代数余子式之和

.11211 nAAA  



 
  

 
 

.
2

1  .10             ;0,0  .9     

;  .8         ;2  .7        ;.6     

;0  .5  ;  .4   
;!1998  .3               ;0  .2       ;1  .1

22222
  

41413232







nn
dcba

bbaabbaa
an

　

　

　

一、

   
.  .2     ;170  .1

zy
yxzzxy nn




二、

.00   或三、 .11!
2











n

j j
n五、

测试题答案





       

      

矩阵是线性代数的一个主要研究对象，也是

数学上的一个重要工具。矩阵的应用已经渗透到

了包括自然科学、人文科学、社会科学在内的各

个领域。



一、矩阵概念的引入

二、矩阵的定义

三、内容小结

















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

1. 线性方程组

的解取决于
 ,,,2,1, njiaij 系数

 n,,,ibi 21常数项





















nnnnn

n

n

baaa

baaa
baaa







21

222221

111211

对线性方程组的
研究可转化为对
这张表的研究.

线性方程组的系数与常数项按原位置可排为

2. 某航空公司在A,B,C,D四
城市之间开辟了若干航线 ,
如图所示表示了四城市间的
航班图,如果从A到B有航班,
则用带箭头的线连接 A 与B.

A

B

C

D



四城市间的航班图情况常用表格来表示:

发站

到站

A B C D

A
B
C
D

其中        表示有航班.

为了便于计算,把表中的        改成1,空白地方填上
0,就得到一个数表:



1 1
1 1

11
1

0

0
0

0
0

0

0

0
0

这个数表反映了四城市间交通联接情况.

A B C D

A
B
C
D



    由     个数
排成的  行  列的数表

nm 
m n

 njmiaij ,,2,1;,,2,1  

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

称为     矩阵.简称     矩阵.nm  nm  记作























mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







11

22221

11211

简记为    .ijnmijnm aaAA 


 元
的矩阵

nm
A

,

.,简称为元的元素个数称为这 Anm 

元素是实数的矩阵称为实矩阵,

元素是复数的矩阵称为复矩阵.

主对角线

副对角线



例如 







 3469

5301
是一个           实矩阵,42

















222
222
2613 i

是一个           复矩阵,33
















4
2
1

是一个         矩阵,13
 9532

是一个         矩阵,41

 4

是一个         矩阵.11



例如

















222
222
2613 i

是一个3 阶方阵.

几种特殊矩阵

(2)只有一行的矩阵

 ,,,, 21 naaaA 

称为行矩阵(或行向量).

(1)行数与列数都等于  的矩阵  ，称为  阶n nA
.nA方阵.也可记作



,2

1





















na

a
a

B


只有一列的矩阵

称为列矩阵(或列向量).

             称为
(或 ）.



















n










00

00
00

2

1

（3）形如                的方阵,

O

O

不全为0



      （4）元素全为零的矩阵称为零矩阵，     零
矩阵记作     或   .

nm 
nmo  o

注意

 .0000

0000
0000
0000
0000





















不同阶数的零矩阵是不相等的.

例如

记作  .,,, 21 ndiagA  



(5)方阵





















100

010
001







nEE

称为单位矩阵（或单位阵）.

  同型矩阵与矩阵相等的概念

O

O

    1.两个矩阵的行数相等,列数相等时,称为同
型矩阵.

全为1



    2.两个矩阵              为同型矩阵,并且
对应元素相等,即

   ijij bBaA 与

 ,,,2,1;,,2,1 njmiba ijij  

则称矩阵     相等,记作BA与 .BA 

例如
































93
48
314

73
65
21
与 为同型矩阵.



例1 之个变量与个变量 mn yyymxxxn ,,,,,, 2121 
间的关系式















.

,
,

2211

22221212

12121111

nmnmmm

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay
xaxaxay







的到变量表示一个从变量 mn yyyxxx ,,,,,, 2121 
线性变换.

.为常数其中 ija

















.

,
,

2211

22221212

12121111

nmnmmm

nn

nn

xaxaxay

xaxaxay
xaxaxay



























mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







11

22221

11211



系数矩阵



线性变换与矩阵之间存在着一一对应关系.

若线性变换为















nn xy

xy
xy


,
,

22

11

称之为恒等变换.















nn xy

xy
xy


,
,

22

11

对应



















100

010
001







 单位阵.



线性变换








.cossin
,sincos

1

1

yxy
yxx


 对应








 



cossin
sincos

X

Y

O


  yxP ,

 111 , yxP

这是一个以原点为中心
旋转      角的旋转变换.



例2     设

,
1

31
,

213
321




















zy
x

BA

.,,, zyxBA 求已知 

解 ,BA 

.2,3,2  zyx



(1)矩阵的概念





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







11

22221

11211

列的一个数表行nm



(2) 特殊矩阵








方阵  ;nm 

行矩阵与列矩阵;

单位矩阵;

;

零矩阵.

.

100

010
001

























,2

1





















na

a
a

B


 ,,,, 21 naaaA 



















n










00

00
00

2

1



矩阵与行列式的有何区别?



         矩阵与行列式有本质的区别，行列式是一个
算式，一个数字行列式经过计算可求得其值，而
矩阵仅仅是一个数表，它的行数和列数可以不同.



第二节     矩阵的运算

一、矩阵的加法

二、数与矩阵相乘

三、矩阵与矩阵相乘

四、矩阵的其它运算

五、内容小结

重点：矩阵乘法



１、定义


























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa
bababa

BA







2211

2222222121

1112121111

设有两个          矩阵                                 那末矩阵    
     与    的和记作         ，规定为

nm     ,bB,aA ijij 
A B BA



说明   只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能进行加法运算.

例如




































123
456
981

863
091
5312






















182633
405961
9583112

.
986
447
41113


















.
1
1

11
12

不能相加与例如， 













 BA



2、 矩阵加法的运算规律

  ;1 ABBA 

     .2 CBACBA 

 

























mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







11

22221

11211

3

     .,04 BABAAA 

 ,ija

.负矩阵的称为矩阵A

(5)   A + O = O + A = A,  其中 O 与 A 是同型矩阵.



1、定义

.

11

22221

11211





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

AA














规定为或的乘积记作与矩阵数 , AAA



     ;1 AA  

    ;2 AAA  

    .3 BABA  

2、数乘矩阵的运算规律

矩阵相加与数乘矩阵合起来,统称为矩阵的
线性运算.

（设         为          矩阵，      为数） ,nm BA、



,
010
222
321
















A已知




















101
123
002

B例1

.2 ,2  BAA 求

22 A

















010
222
321


















020
444
642

 BA2



















020
444
642






















101
123

002
.

121
321
640




















解

)(2 BA  BA )1(2 



B C

D

提交

且                      则X=（       ）















 


8642
9751
0213

A





















6123
7915
4257

B

BXA  2

)(
2
1 ABX 


























1
2

7
1

2

1
1122

2232

X


























1
2

7
1

2

1
1122

2232

X

多选题 1分



• 例：已知

• 且                       求X
• 解：由

• 可得















 


8642
9751
0213

A





















6123
7915
4257

B

BXA  2

BXA  2

)(
2
1 ABX 



• 则















 

8642
9751
0213

2
1























6123
7915
4257

2
1X


























1
2
71

2
1

1122
2232



１、定义




s

k
kjiksjisjijiij babababac

1
2211 

 ,,,2,1;,2,1 njmi  

并把此乘积记作 .ABC 

设               是一个          矩阵，            是一个        
          矩阵，那末规定矩阵   与矩阵   的乘积
是一个          矩阵                ，其中

 ijaA  sm   ijbB 
ns

nm   ijcC 
A B



例2

2222 63
42

21
42
























C

22









 16 32

8 16

设























4150
0311
2101

A























121
113

121
430

B

例3

?
 )3(42)2(

.AB求



故











































121
113

121
430

4150
0311
2101

ABC

.

















解   ,
43

 ijaA  
,34

 ijbB

  .
33

 ijcC

5 6 7
10 2 6

2 17 10



注意　只有当第一个矩阵的列数等于第二个矩阵
的行数时，两个矩阵才能相乘.


























106
861

985
123
321

例如

 
















1
2
3

321  132231   .10

不存在.



ABC

ACB

BAC

CBA

A

B

C

D

提交

设矩阵 6 2 2 3 3 4, ,A B C   则下列矩阵运算有意义的是 (        )

单选题 1分



２、矩阵乘法的运算规律

     ;1 BCACAB 

    ,2 ACABCBA    ;CABAACB 

       BABAAB  3 （其中     为数）;

  ;4 AEAAE 

         若A是    阶矩阵，则       为A的     次幂，即
                                 并且 
 5 n kA k

 
个k

k AAAA  ,AAA kmkm    .mkkm AA 

kkk BAABABABAB  )())(()( 
k个

另外还规定:     Ａ0  = E.



• 例：

• 则

，







10
11

A

2
2

10
11






AA 





10
11

，

3
3

10
11






 A

，）（

6
632

10
11






 AA



注意　矩阵不满足交换律，即：

,BAAB    .BAAB kkk 

例   设 










11

11
A 













11
11

B

则 ,
00
00








AB ,

22
22










BA

.BAAB 故



但也有例外，比如设

,
20
02








A ,

11
11











B

则有
,







AB 2 2

2 2









BA 2 2

2 2

.BAAB 
此时称矩阵A,B可交换



例 4   设
1 1

,
1 1

A  
     ,

12
12











B

,
31

32










C 






 


52
51

D

试证：    (1)   AB = 0  ；             (2)   AC = AD



证：






















12

12
11

11
AB



O











00
00








 21)2(1  )1(111 

2)1()2()1(  )1()1(1)1( 


























31

32
11

11
AC 











03
03








 











52
51

11
11

AD

故               AC ＝ AD








 1121  )3(131 
1)1(2)1(  )3()1(3)1( 














03
03








 2111  51)5(1 
2)1(1)1(  5)1()5()1( 

3
3

0
0

3
3

0
0



比较：

Ø在数的乘法中，若 ab = 0    a = 0 或 b = 0

两个非零矩阵乘积可能为O。
在矩阵乘法中,若 AB = O   A = O 或 B = O

在矩阵乘法中, 若 AC = AD, 且 A  O  C = D

                            

Ø在数的乘法中，若 ac = ad，且 a  0  c = d
                           (消去律成立)

 (消去律不成立)



1、无交换律

2、无消去律

3、若

AB BA?
AM AN M N?

AB O . .A O or B O ?



A

B

C

D

提交

设A与 B为n阶方阵，则下列命题

中正确的是(         ).

2 2 2( ) 2A B A A B B+ = + +

AB BA

( )( ) ( )( )A E A E A E A E+ - = - +

( )k k kAB A B

单选题 1分



3. 线性方程组的矩阵表示

设方程组为

11212111 bxaxaxa nn  

22222121 bxaxaxa nn  


mnmnmm bxaxaxa  2211

可表示为

简记为 AX＝B

























































mnmnmm

n

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa








2

1

2

1

21

22221

11211

nm 1n 1m



其中





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

称为由线性方程组所确定的系数矩阵，





















mb

b
b

B

2

1

称为线性方程组的右端向量。



例5 计算下列乘积：

   21
3
2
2

       1
















解    21
3
2
2

1

































12 22
12 22
13 23

.
63
42
42




















   
































3

2

1

333231

232221

131211

3212
b
b
b

aaa
aaa
aaa

bbb  

解

332222112 bababa 
















3

2

1

b
b
b

.222 322331132112
2
333

2
222

2
111 bbabbabbabababa 

 
































3

2

1

333231

232221

131211

321

b
b
b

aaa
aaa
aaa

bbb

331221111 bababa = 333223113 bababa 



定义     把矩阵    的行换成同序数的列得到的
新矩阵，叫做    的转置矩阵，记作      .A

A
A

例 ,
854
221








A ;

82
52
41
















TA

 ,618B .
6
18








TB

１、转置矩阵



转置矩阵的运算性质

    ;1 AA
TT 

    ;2 TTT BABA 

    ;3 TT AA  

    .4 TTT ABAB 

        (5)    若 A 为 n 阶方阵, 则 (Am)T = (AT)m .



例7   已知

,
102
324
171

,
231
102















 








 
 BA   .TAB求

解法1















 







 


102
324
171

231
102

AB

,
101317

3140







 


  .
103
1314
170


















 TAB



解法2

  TTT ABAB 




































21
30
12

131
027
241

.
103
1314
170






















2、方阵的行列式

定义    由    阶方阵     的元素所构成的行列式，
叫做方阵      的行列式，记作       或

n A
A A .det A











86
32

A例 86
32

A则 .2

运算性质   ;1 AAT    ;2 AA n 

  ;3 BAAB  .BAAB 



例如： 






 








 


21
11

,
43
21

BA

,
57
51







 
AB 有 30

57
51

|| 


AB

而 3
21
11

||,10
43
21

|| 





 BA

所以 | A B | = | A | | B |

| A m | = | A | m

| A 1  
 A 2  …   A m | = | A 1|   | A 2 |  …   | A m | 

推广：



-4

4

-64

64

A

B

C

D

提交

单选题 1分



-24

72

24

-72

A

B

C

D

提交

.设A为2阶方阵，且            ,则                 （      ） 2A 

单选题 1分



3、对称阵与伴随矩阵

定义 设     为     阶方阵，如果满足          ，即

那末     称为对称阵.

A n TAA 
 n,,,j,iaa jiij 21

A

.A 为对称阵例如

















601
086
1612

.称为反对称的则矩阵如果 AAAT 

对称阵的元素以主对角线为对称轴对应相                                   
等.

说明



定义 行列式       的各个元素的代数余子式     所
构成的如下矩阵

A
ijA





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A







21

22212

12111

称为矩阵    
的伴随矩阵.

A





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

伴随矩阵:



性质 .EAAAAA  



  ;2 AA  

  .3 BAAB 

运算性质

  ;1 BABA 

（设        为复矩阵，  为复数,且运算都是可行的）:BA, 

4、共轭矩阵

定义

当               为复矩阵时，用      表示     的共轭

复数，记　　　　，　称为     的共轭矩阵.      

 ijaA  ija ija

 ijaA  A A



问等式阶方阵为与设 ,nBA

  BABABA  22

成立的充要条件是什么?



答    ,22 BABBAABABA 

故                                             成立的充要条件为  BABABA  22

.BAAB 



矩
阵
运
算












 加法

数与矩阵相乘

矩阵与矩阵相乘

转置矩阵

对称阵与伴随矩阵

方阵的行列式

共轭矩阵



　　（2）只有当第一个矩阵的列数等于第二个
矩阵的行数时，两个矩阵才能相乘,且矩阵相乘
不满足交换律.

　　（1）只有当两个矩阵是同型矩阵时，才能
进行加法运算.

注意

       （3）矩阵的数乘运算与行列式的数乘运算
不同.



习题二：
1：1、4
2



第三节     逆矩阵

一、概念的引入

二、逆矩阵的概念和性质

三、逆矩阵的求法

四、内容小结

重点：逆矩阵计算



,111   aaaa

,11 EAAAA  

则矩阵      称为    的可逆矩阵或逆阵.A1A

在数的运算中，当数         时，0a 有

a
a 11  a其中              为     的倒数， a （或称     的逆）；

  在矩阵的运算中， E单位阵   相当于数的乘法运算中

  的1， A那么，对于矩阵     ， 1A如果存在一个矩阵     ,

使得



 定义     对于  阶矩阵  ，如果有一个  阶矩阵    
 

则说矩阵 是可逆的，并把矩阵  称为  的逆矩阵.

n A B
,EBAAB 

B A

n

A

,使得

.1AA的逆矩阵记作

例    设 ,
2121
2121

,
11
11


















 
 BA

,EBAAB  .的一个逆矩阵是AB



例如   设 a11  a22  …  ann   0,   



















nna

a
a


22

11 0
0

n

nn

E

a

a
a





























1

1
22

1
11



0
0

由于：

1

22

11




















nna

a
a


0

0 

























1

1
22

1
11

nna

a
a


0

0

所以



现在的问题是，矩阵 A 满足什么条件时可逆？

可逆矩阵的逆矩阵是否唯一，如何求逆矩阵？

可逆矩阵有什么性质？这是本节要讨论的问题．



定理1  若    是可逆矩阵，则     的逆矩阵是唯一的.A A

若设      和      是     的可逆矩阵，B C A 则有

,, ECAACEBAAB 

可得 EBB   BCA  ABC .CCE 

所以     的逆矩阵是唯一的,即A

.1 ACB

设矩阵 B 与 C 都是 A 的逆矩阵，则有

AB = BA = E，　AC = CA = E ，

因而

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C ．

证毕证毕

证明证明

定理定理 11 如果如果 nn 阶矩阵阶矩阵ＡＡ可逆，则它的逆可逆，则它的逆

矩阵是唯一的．矩阵是唯一的．



定义 行列式       的各个元素的代数余子式     所
构成的如下矩阵

A
ijA





















nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A







21

22212

12111

称为矩阵    
的伴随矩阵.

A





















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A







21

22221

11211

伴随矩阵:



性质 .EAAAAA  



定理2    矩阵  可逆的充要条件是      ，且　　　　　　                

,11   A
A

A

A 0A

.的伴随矩阵为矩阵其中 AA



.
,0,,0

非奇异矩阵

称为时当称为奇异矩阵时当 AAAA 

奇异矩阵与非奇异矩阵的定义

.为非奇异矩阵是可逆阵的充要条件是由此可得 AA



,1 EBA ,0A故

,1存在因而 A 于是

EBB   BAA 1  ABA 1

证毕

  ., 1 ABEBAEAB 则或若推论

证明

1A E 1.A



定理2给出了求逆矩阵的方法,即先求             ,      ,A *A

再套公式      
A
AA

*
1 

 因为|A|adbc         解 

所以当|A|0时 有 













ac
bd

bcad
A

A
A 1 *

||
11  












ac
bd

bcad
A

A
A 1 *

||
11  






   

        *A  
c 
d 

a
b

A12cA11d A22aA21b

所以

三、逆矩阵的求法

    例 2 求二阶矩阵




 dc

baA 的逆阵  



例3  求方阵              的逆矩阵.

















343
122
321

A

解

343
122
321

A 2 0,  .1存在 A

,2
34
12

11 A ,3
33
12

12 A



同理可得 ,2,6,6,2 23222113  AAAA

,2,5,4 333231  AAA

,
222

563
462





















A得

故

  A
A

A 11























222
563
462

2
1 .

111
25323
231

























,
331
212
321
















A

解

331
212
321

A
010
430

321


.
,?,

矩阵

求出其逆若可逆是否可逆下列矩阵 BA例4

1 2 0
3 5 7 .
4 7 7

B
 
   
 
 



010
430

321


01
43 

 4 ,0 .A可逆所以

,3
33
21

11 A ,4
31
22

12 A

,5
31
12

13 A

.A,A
,A,A,A,A

34
1103

3332

31232221



同理可求得























332313

322212

312111
1 1

AAA
AAA
AAA

AA
AA

.





















315

404
133

4
1

,0

1 2 0
3 5 7
4 7 7

B 由于 .B不可逆故



A B

C D

提交

A
















 011
430
201

设 = ，则下列结果正确的是

2A 
4 2 6

* 4 2 4
3 1 3

A
  
    
  

1 1 *A A
A

 
4 4 3

* 2 2 1
6 4 3

A
  
   
   

多选题 2分



设方程组为

11212111 bxaxaxa nn  

22222121 bxaxaxa nn  


mnmnmm bxaxaxa  2211

可表示为

简记为 AX＝B

























































mnmnmm

n

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa








2

1

2

1

21

22221

11211

nm 1n 1m

1. 解线性方程组

则 X＝A－1B|A|  0，A－1存在，若



   例5  解方程组
x1 + 2 x2 + 3 x3 = 1

2 x1 + 2 x2 + x3 = 1

3 x1 + 4 x2 + 3 x3 = 3

解：方程组简记为

,
343
122
321
















A ,

3
1

1
















B,

3

2

1


















x
x
x

X

X = A1 B

由于 | A | = 2  0, A可逆，故

A X = B

其中



而 ,
111
25323
231

1





















A


















3

2

1

x
x
x

X BA 1






















111
25323
231

















3
1

1






















3
9
8

即      x1=  8,   x2= 9,    x3=  3.



,
13
02
31

,
35
12

,
343
122
321










































 CBA例6   设

.CAXBX 使满足求矩阵

解 ,02
343
122
321

A ,01
35
12

B

., 11 都存在 BA

2 解矩阵方程



,
111
25323
231

1





















A且 ,

25
131 










B

CAXB 又由
1111   CBAAXBBA

.11  CBAX
于是 11  CBAX



















































25
13

13
02
31

111
25323
231

E






























25
13

20
20

11
.

410
410

12

























        注意: ①由于矩阵乘法不满足交换律,用矩阵 1A

乘方程AXB=C两边时,必须同时在左边乘. 

                   ②对于高阶矩阵    ,用伴随矩阵法求 A 1A

是比较麻烦的.



,0!5 A因

由伴随矩阵法得 ,1 AAA  

解 .1存在故 A

.

50000
04000
00300
00020
00001

1























 AA 求已知 例11



































43210000
05321000
00542100
00054310
00005432

5
1
!

.

510000
041000
003100
000210
00001



























  ;
510
402
321

112
011
111

2



































 
X

  .
112
510
324

123
011
111

112
011
111

3































 















 
X

  ;
41
23

41
51

1 



















X解矩阵方程例5












































 

41
23

41
51

41
51

41
51 11

X得





















41
23

11
54

.
64
2817













解   



















41
23

41
51

1 X

给方程两端左乘矩阵 ,
41
51 1




































41
23

41
51 1

X

E



 



































 

510
402
321

112
011
111

2 X

1

112
011
111

510
402
321 















 




















X

给方程两端右乘矩阵 ,
112
011
111 1















 

得



 
1 1 1 1 1 1 4 2 3

3 1 1 0 1 1 0 0 1 5
3 2 1 3 2 1 2 1 1

X
      

           
     
     

.
9144
682
592























给方程两端左乘矩阵

11 1 1
1 1 0 ,
3 2 1

 
 
 
 
 































































251
121
131

112
510
324

251
121
131 9 54 21

9 54 21 .
21 120 47

  
   
  

11

123
011
111

112
510
324

123
011
111 















 
































 
X得

给方程两端右乘矩阵 ,
123
011
111 1















 



 
      

且可逆则数可逆若 ,,0,2 AA  

  且亦可逆则为同阶方阵且均可逆若 ,,,3 ABBA

     1111   ABBAABAB

1 AEA ,1 EAA  

  .111   ABAB

证明

  1AB B 1 1A

  .1 11   AA




    .,,1
111 AAAA 

 且亦可逆则可逆若

逆矩阵的运算性质

  .1
2

1
2

  AA 推广 1A mA 1
mA 1

1A



  .,

,0,
10 kk AAEA

A
 

 定义时当另外

 为正整数k

      .,,4 AAAA T 且亦可逆则可逆若
T T1 1

有为整数时当 ,,,0 A

,  AAA   . AA 



  .AA,A 115  则有可逆若

证明 EAA 1

11  AA

.AA 11  因此

  (Am)-1 = (A-1)m , m 为正整数.



?

?

,

1

1











BAY

BYABAX

BAXA

是否有唯一解矩阵方程

是否有唯一解那么矩阵方程可逆若



.. 1的唯一性决定的这是由于是的 A答



逆矩阵的概念及运算性质.

.0A

逆矩阵的计算方法

  ;2 1

A
AA


 利用公式

逆矩阵    存在1A 

  ;1 待定系数法

   .3 下一章介绍初等变换法



• 习题二

• 9：（1、3、4）
• 12、13、16、17、18、19、20、21



第 4节     克拉默法则

一、克拉默法则

二、重要定理

三、内容小结



类似的求解公式——克拉默法则.

在本章的第一节,我们在引进了二阶、三阶行

列式以后，得到了二元、三元线性方程组的很好

记忆的求解公式. 定义了 n 阶行列式以后, 对于

含有 n 个未知数 n 个方程的线性方程组, 也有

















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







2211

22222121

11212111

设线性方程组

,,,, 21 不全为零若常数项 nbbb  则称此方程组为

 非齐次线性方程组; ,,,, 21 全为零若常数项 nbbb 

此时称方程组为齐次线性方程组.

非齐次与齐次线性方程组的概念



一、克拉默法则

如果线性方程组

)1(

2211

22222121

11212111















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa







的系数行列式不等于零，即

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

D







21

22221

11211

 0



31 2
1 2 3, , , , .n

n
D DD Dx x x x

D D D D
   

其中     是把系数行列式     中第   列的元素用方程
组右端的常数项代替后所得到的    阶行列式，即

jD D j
n

nnj,nnj,nn

nj,j,

j

aabaa

aabaa
D






111

11111111







那么线性方程组     有解，并且解是唯一的，解
可以表为

 1



二、重要定理

定理1    如果线性方程组  的系数行列式         
则   一定有解,且解是唯一的 .

 1
 1

,0D

定理1′如果线性方程组   无解或有两个不同的
解，则它的系数行列式必为零.(逆否命题) 

 1



齐次线性方程组的相关定理

 2

0

0
0

2211

2222121

1212111















nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







定理2　 如果齐次线性方程组   的系数行列式                     
      则齐次线性方程组    没有非零解.0D

 2
 2

定理2′ 如果齐次线性方程组                   
    

 2 有非零解,则它

      的系数行列式必为零      .(逆否命题)0D

















0

0
0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa







有非零解.

0D反之：以后将证明：若系数行列式



例1   用克拉默则解方程组
















.0674
,522

,963
,852

4321

432

421

4321

xxxx
xxx
xxx

xxxx

解

6741
2120
6031

1512







D
21 2rr 

24 rr 

12770
2120
6031

13570









1277
212

1357






21 2cc 

23 2cc 
277

010
353







27
33



 ,27

6740
2125
6039

1518

1







D

,81

6701
2150
6091

1582

2







D

,108



6041
2520
6931

1812

3 


D

,27

0741
5120

9031
8512

4







D

,27

,3
27
811

1 
D
Dx ,4

27
1082

2 



D
Dx

,1
27
273

3 



D
Dx .1

27
274

4 
D
Dx



不等时,就不能用克拉默法则求解.

注意：通过上述例子, 我们看到用克拉默法则求解

线性方程组时,要计算 n+1 个 n 阶行列式,这个

计算量是相当大的, 所以, 在具体求解线性方程

组时, 很少用克拉默法则,不具有实际计算意义.

另外, 当方程组中方程的个数与未知量的个数

但这并不影响克拉默法则在线性方程组理论

中的重要地位. 克拉默法则不仅给出了方程组有

唯一解的条件, 并且给出了方程组的解与方程组

的系数和常数项的关系.



例2   问    取何值时，齐次方程组

 
 

 










,01
,032
,0421

321

321

321

xxx
xxx
xxx





有非零解？



解











111

132
421

D

因为D=0时，齐次方程组有非零解

所以                       或           时齐次方程组有非零解.20   , 3

  ,23  



1 1 1
1 2 1

0 1 2 1 ( 3)
1 ( 1)

0 3 ( 3)( 1)


 

  


  


 

      
 

   











111

132
421

D

1 1 1
2 3 1

1 2 4







  

 

1
( 3) ( 3)( 2)

1
 

   



      





思考题

当线性方程组的系数行列式为零时,能否用克拉默
法则解方程组?为什么?此时方程组的解为何?



思考题解答

不能,此时方程组的解为无解或有无穷多解.



1. 用克拉默法则解方程组的两个条件

(1)方程个数等于未知量个数;

(2)系数行列式不等于零.

2. 克拉默法则建立了线性方程组的解和已知的系
数与常数项之间的关系.它主要适用于理论推导.

三、内容小结



作业

• 习题二

• 15



第二章     矩阵及其运算

一、主要内容

二、典型例题

三、测试题



一、主要内容



.,

)1(     

),2,1;,2,1(

21

22221

11211

矩阵简称列矩阵行叫做

列的数表行

排成个数由

nmnm
aaa

aaa
aaa

A

n

mnjmianm

mnmm

n

n

ij



































.

.
.

,

复矩阵元素是复数的矩阵叫做

实矩阵元素是实数的矩阵叫做

列元素行第的第阵

叫做矩的元素个数叫做矩阵其中

jiA
aAnm ij

.

),()(           
)1(

AAnm
aAaA

nm

ijij nm









也记作矩阵

或

式可简记为



.

)(

;

21

2

1

行矩阵

叫做只有一行的矩阵

叫做列矩阵只有一列的矩阵

aaaA
a

a
a

A

n

m



























.,,)1( 阶方阵称为时当式对 nAnm 



　　两个矩阵的行数相等、列数也相等时，就称
它们是同型矩阵．

.,

).,,2,1;,,2,1(
,

,)()(

BABA

njmiba

bBaA

ijij

ijij







记作相等与矩阵那么就称矩阵

即们的对应元素相等

并且它是同型矩阵与如果





., O记作零矩阵元素都是零的矩阵称为

.,,
,1       

Enn 简记作阶单位阵叫做阶方阵

其余元素都是零的主对角线上的元素都是



.

,)( 

,)(,)(

的和与

称为矩阵加法定义为

为两个同型矩阵设

BA

BAbaBA

bBaA

ijij nm

ij nmij nm









交换律
结合律

).(                 
,)(,

),(),(

BABA
OAA

AAaAaA ijij






并规定从而有负矩阵

的称为矩阵记设

ABBA 
)()( CBACBA 



).(
,

aAA
AAA

ij



规定为或的乘积记作与矩阵数

运算规律

);()( AA  

;)( AAA  

.)( BABA  



.

),,2,1;,,2,1(

,)(

,)(,)(

1
2211

ABC

njmi

babababac

cCnm

BAbBaA

s

k
kjiksjisjijiij

ij nm

ij nsij sm

















记作

其中矩阵是一个

的乘积与规定设







运算规律

);()( BCACAB 

);(),()()( 为数其中 BABAAB 

;)(
,)(

CABAACB
ACABCBA




.EAAAE nnmnmnmm  



n阶方阵的幂

.

,,,,

,
111121

是正整数其中

定义阶方阵是设

k
AAAAAAAA

nA
kk  

.,

,)(,            

为正整数其中 lk
AAAAA klk llklk  

.)( BAAB kkk 一般地



方阵的行列式

.det,

,

AAA

An

或记作的行列式阵

叫做方的元素所构成的行列式阶方阵由

运算规律

.

;
,,,

BAAB

AA
nBA

n



 

 则阶方阵为为数设



转置矩阵

.,, AA

A
T记作的转置矩阵叫做阵

到一个新矩的行换成同序数的列得把矩阵

.)(

;)(

;)(

;)(

ABAB
AA

BABA

AA

TTT

TT

TTT

T T













对称矩阵

.,, 为对称矩阵则称如果阶方阵为设 AAAnA T 

反对称矩阵

.

,,

矩阵

为反对称则称如果阶方阵为设 AAAnA T 

幂等矩阵

.,, 2 为幂等矩阵则称如果阶方阵为设 AAAnA 



正交矩阵

.

,,

正交矩阵

为则称如果阶方阵为设 AEAAAAnA TT 

对角矩阵

.,

,,

为对角矩阵则称素全为零

其余元如果除了主对角线以外阶方阵为设

A

nA

对合矩阵

.,, 2 为对合矩阵则称如果阶方阵为设 AEAnA 



上三角矩阵

　　主对角线以下的元素全为零的方阵称为上三
角矩阵．

下三角矩阵

　　主对角线以上的元素全为零的方阵称为下三
角矩阵．



伴随矩阵

.

         

21

22212

12111

的伴随矩阵叫做方阵

方阵

所构成的的各元素的代数余子式行列式

A
AAA

AAA
AAA

A

AA

nnnn

n

n

ij










.: EAAAAA  伴随矩阵具有重要性质



定义

.
,,        

1A

AAA
矩阵记作

的逆的逆矩阵是唯一的则有逆矩阵若

.),
(

                      
,,           

的逆矩阵称为且矩阵秩的

、满或非奇异的、非退化的是可逆的则称矩阵

使如果存在矩阵阶方阵为设

AB
A

EBAAB
BnA





相关定理及性质

.0AA可逆的充分必要条件是方阵

., 1

A
AAA


 则可逆若矩阵

.)()(

);0(1)(;)(

11

11 11

AA

AAAA
TT 





  




.)(                        

,,
111 ABAB

ABBA
 

且也可逆那么都可逆与若同阶方阵



　　矩阵的分块，主要目的在于简化运算及便于
论证．

　　分块矩阵的运算规则与普通矩阵的运算规则
相类似．



一、矩阵的运算

二、逆矩阵的运算及证明

三、矩阵的分块运算



例１　计算
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.,, 2 是幂等矩阵所以在此例中 AAA 






































n
n

nn

nn
n

n

nnn
n

111

111

111










.0)(,

)(,  













Af

AEf
dc
ba

A

并验证多项式

的写成试将设 

解

,)(

)(

2 bcadda
dc
ba

AEf















由此得

EbcadAdaAAf )()()( 2 

例２



































10
01

)(

)(
2

2

bcad

dc
ba

da
dbccdac
bdabbca

,
00
00










.0)( Af即



例３ .)0( 的逆矩阵求 






 bcad
dc
ba

解 方法一　用定义求逆阵

,
43

211 









xx
xx

A设

得由 ,1 EAA 



,
10
01

43

21 
























xx
xx

dc
ba















.1
,0
,0
,1

42

42

31

31

xdxc
xbxa
xdxc
xbxa

则有
































.

,

,

,

4

3

2

1

bcad
a

x

bcad
c

x

bcad
b

x

bcad
d

x

解得



.11 












 

ac
bd

bcadA

注

.
,               

元方程组矩阵的各列的同而常数项分别为单位

个系数相实质上是求解的逆依定义求

n
nA



.,
,,

:

,""

的逆矩阵即可得的每一个元素

去除最后用符号再将次对角元素调换其置

位中的主对角元素调换其先将矩阵其做法是

的方法两调一除求二阶矩阵逆矩阵可用

A
AA

A

., bcadA
dc
ba

A 









方法二



A  调换主对角元  次对角元调符号 










ac
bd

  去除用 A ,1











ac
bd

A

.11 












 

ac
bd

bcadA

　　注　此法仅适用于二阶矩阵，对二阶以上的
矩阵不适用．









ac
bd



分析

.,

,,

,,
),

(,.

,

1

111

1

交换律因为矩阵的乘法不满足而不能右乘

即

得乘这时将方程两边同时左程

方可逆时才可解这个矩阵只有程可以不写出

这个过是否可逆要先考察例如解关系

的位置应注意已知矩阵与解矩阵方程时

A

BAXBAAXA
A

A
ABAX

X











.
,,,     

均为可逆矩阵、

其中解矩阵方程

BA
CAXBBXABAX 例4



矩阵方程 解

BAX 1

BAX 1

BCAX 11 

BAX 

BXA 

CAXB 



.,

0
,,

的逆矩阵并求必为可逆矩阵

证明阶可逆矩阵都是设

D
BC

A
DnBA 










证

.),0det,0det

,,(0detdetdet

为可逆矩阵所以

均可逆因为

DBA

BABAD



 

),2,1,(

,
2221

12111













jin

X
XX
XX

D ij

阶矩阵

均为其中设

例５



)(
0

0

0

22122111

1211

2221

12111

阶单位阵是nE
E

E
XBXCXBXC

XAXA
XX
XX

BC
A

DD








































 












,
,

,,

2212

2111

1211

EXBXC
OXBXC
OXAEXA

依矩阵相等的定义有



,,

,,
1

22
11

21

12
1

11

BXACBX

OXAX






从而得

.
111

1
1

















BACB
OA

D故



同理可得：

;,)1(
1

111
1








 
















BO
BCAA

DBO
CA

D 则设

.,)2(
111

1
1


























BCAA
BO

DOB
AC

D 则设

: , DBA 对分块矩阵均可逆、设



.:)2(

;)1(

.

,,

,

,,,,,

1

1

1

BACDA
DC
BA

XYZ
EO

BAE
Z

DC
BA

Y
EAC
OE

X

nE

AnDCBA
















 























证明

求乘积

并且阶单位阵是

是非奇异的阶方阵都是设例 6



解 （１）根据分块矩阵的乘法，得








 





















 EO
BAE

DC
BA

EAC
OE

XYZ
1

1








 













 EO
BAE

BACDO
BA 1

1

.1 










 BACDO

OA



（２）由（１）可得

,1
1 BACDA
BACDO

OA
XYZ 







,ZYXXYZ 

,1 ZX而

.1BACDA
DC
BA 



第二章　测试题

一、填空题(每小题4分，共32分)．

























AA

AAnA

15
4
1det

,
3
1det,,.1

1

则为其伴随矩阵阶方阵为设





















t

OABtBOA 则且阶方阵设 ,,
353

42
531

,3.2



 13 ,.3 AEA 则已知

















 1

008
050
200

.4 AA 的逆矩阵矩阵


























1

3112
5221
0011
0012

4.5

AA

A

的逆矩阵则

阶矩阵设






1

2 ,032.6

A

EAAAn 则满足方程阶矩阵若

  AAAA 32,1,.7 1且为三阶矩阵设

















 nAA 则设 ,

400
010
003

.8

. , ,
, ,  A )6(  2

并求其逆可逆证明

且阶方阵均为、设分二、

AB
EABBnB







四、(8分)解下列矩阵方程．

.
021
102

341

010
100
001

100
001
010






















































X

五、(每小题5分，共20分)求下列矩阵．

  ,
23
12

1
n












   ;2,1
3
1
2

2 
















.
,, )6(   

可逆

证明且阶实方阵设分三、 AAAOAn T 



  ;
5100

1310
1121

lim3

n

n 

















六、(6分)设                          求  ．,2,
321
011
324

BAABA 



















七、(每小题3分,共6分)设 阶矩阵  的伴随矩阵
为   ，证明：A

  ;0,01  AA 则若   .2 1  nAA

  .
100
010
101

4

n

A

















B

n A



八、(每小题5分，共10分)求下列矩阵的逆矩阵．

;

10000
21000
00200
00031
00011


























A .

11332
23210
10101
00082
00031























B

其中求设 ., 111 ABAPP 九、(6分)

.
20
01

,
11
41

















 
 BP



  ;
0081
0510
2100

.4  ;.3  ;4.2  ;31.1 2
















 Atn

一、

;

31613431
0212521
0010
002121

.5 1
























A

 ;2
3
1.6 EA

测试题答案



.
400
010
003

.8     ;125.7
















n

n

   .3
2
1

2
11 AEBEEBA  二、

.
201
431

012





















X四、

 
  ;  ,

23
12

           ,

23
12

.1













 










为奇数

为偶数

五、 n

nEn



;
63
21
42

.2




















;
000
000
000

.3
















.
100
010

01
.4















 n

.
9122
692
683





















B六、



;

10000
21000

002100
0004141
0004143

.1




























八、

.

21616712112
03132673
2161611272

000211
000234

.2

































.
684683

27322731










九、


